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 : הגדרות יסודיות

 רקע:

התוצאה המתקבלת נודעת רק   תהליך לו כמה תוצאות אפשריות. ניסוי מקרי:  
 , מזג האוויר בעוד שבועיים.  למשל: תוצאה בהטלת קובייה לאחר ביצוע התהליך.

  

בהטלת קובייה:, דוגמהל .כלל התוצאות האפשריות בניסוי המקרימדגם:   מרחב

 1,2,3,4,5,6,  :נאה, שרבי, מושלג, גשום, מעונן   מזג האוויר בעוד שבועיים:או{

 . חלקית, אביך{

 

   בהטלת קובייה .A , B , C תת קבוצה מתוך מרחב במדגם. מסומן באותיות:מאורע: 

  : ' יסומן 5לקבל לפחות המאורע ' למשל,  A  '  תוצאה זוגיתלקבל המאורע ' .=5,6

יסומן:  B 2,4,6=. 

 

  קובייהבהטלת  .מספר התוצאות האפשריות במרחב המדגםגודל מרחב המדגם: 

6:  למשל נקבל =. 

  

  בהטלת הקובייהלמשל,  מספר התוצאות האפשריות במאורע עצמו. :גודל המאורע

B:   הקודמים יסומנו אירועיםה 3 , A 2= =. 

 

מאורע המכיל את כל התוצאות האפשריות במרחב המדגם פרט  מאורע משלים: 

בהטלת הקובייה : ,  למשל  .לתוצאות במאורע אותו הוא משלים A 1,2,3,4= ,

 B 1,3,5=. 

 

מדגם בו לכל התוצאות במרחב המדגם יש את  מרחב (: מרחב מדגם אחיד )סימטרי
 אותה עדיפות , אותה סבירות למשל, קובייה הוגנת, אך לא כמו מזג האוויר בשבוע הבא. 
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) :במרחב מדגם אחיד הסיכוי למאורע יהיה : הסתברות במרחב מדגם אחיד )
A

AP =


. 

)     ?5מה הסיכוי בהטלת קובייה לקבל לפחות   :הדוגמ  )
A 2

A
6

P = =


. 

)   ?מה הסיכוי בהטלת קובייה לקבל תוצאה זוגית: דוגמה )
B 3

B
6

P = =


. 

 

:  חושב לפי השכיחות היחסיתת  :הסתברות במרחב לא אחיד
f

n
. 

 ה:דוגמ

 : להלן התפלגות הציונים בכיתה מסוימת

 

xהציון fהשכיחות –מספר התלמידים  − − 

5 2 
6 4 
7 8 
8 5 
9 4 
10 2 

 

?  8מה ההסתברות שתלמיד אקראי שניבחר בכיתה קיבל את הציון 
5

0.2
25

f

n
= =. 

מה ההסתברות שתלמיד אקראי שניבחר בכיתה יכשל?  
2

0.08
25

f

n
= =.  

       

הסתברות לקבוצת המשלים של המאורע ביחס למרחב   הסתברות למאורע משלים:

):  המדגם ) ( )A 1 AP P= למשל, בדוגמה הקודמת הסיכוי לעבור את הבחינה יכול   .−

)    :ללהיות מחושב לפי הסיכוי להיכש )
2 23

A 1
25 25

P = − =. 
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 :שאלות

 לא בהכרח בת משמעות.  , אותיות 2מילה בת   ש ליצורי  G-ו E ,Fמהאותיות  (1

 את כל המילים האפשריות.  וב יהרכ .א

 את המקרים למאורע:  רשמו .ב

i.  במילה נמצאת האותE. 

ii.  .במילה האותיות שונות 

 .Aאת המקרים למאורע   רשמו .ג
 

 מטילים זוג קוביות.   (2

 מדגם אחיד? האת מרחב המדגם של הניסוי. האם מרחב   רשמו .א

 הבאים:   אירועיםאת כל האפשרויות ל רשמו .ב

i.  7סכום התוצאות . 

ii.  12מכפלת התוצאות . 

 .'שהוגדרו בסעיף ב  אירועים את הסיכויים ל חשבו .ג

 

 . 0-9באקראי ספרה מבין הספרות    נבחר (3

 ? 5- מה ההסברות שהספרה שנבחרה גדולה מ .א

 ? 3מה ההסתברות שהספרה שנבחרה היא לכל היותר  .ב

 מה ההסתברות שהספרה שנבחרה היא אי זוגית? .ג
 

 בישוב מסוים: עבור כל משפחה  להלן התפלגות מספר מקלטי הטלוויזיה (4
  

 

 
 נבחרה משפחה באקראי מהישוב. 

 מה ההסתברות שאין מקלטים למשפחה?  .א

 מה ההסתברות שיש מקלטים למשפחה?  .ב

 מקלטים למשפחה? 3מה ההסתברות שיש לפחות   .ג

 

 :להלן התפלגות מספר המכוניות למשפחה ביישוב "עדן" (5
 

 

 נבחרה משפחה אקראית מן הישוב. 

 מה ההסתברות שאין לה מכוניות?  .א

 מכוניות?  3מה ההסתברות שבבעלות המשפחה לפחות   .ב

 מכוניות?   3-מה הסיכוי שבבעלותה פחות מ .ג

 10 22 18 28 22 מספר משפחות
 4 3 2 1 0 מספר מקלטים

 10 30 100 40 20 מספר משפחות
 4 3 2 1 0 מכוניותמספר 

1
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 פעמים. בצד אחד של המטבע מוטבע עץ ובצד השני פלי. 3מטבע רגיל   נטיל (6

 מדגם הוא אחיד? האת מרחב המדגם של הניסוי. האם מרחב   רשמו .א

 הבאים:   אירועיםאת כל האפשרויות ל רשמו .ב

i.  .התקבל פעם אחת עץ 

ii.  .התקבל לפחות פלי אחד 

 ?D-מהו המאורע המשלים ל  .ג

 ג. -שהוגדרו בסעיפים ב אירועים חשבו את הסיכויים ל .ד
 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות 

א.  (1 , , , , , , , ,EE EF EG FE FF FG GE GF GG =. 

ב.    , , , , , , , , , ,A EE EF EG FE GE B EF EG FE FG GE GF=. 

ג.  , , ,A FF FG GF GG=. 

א.  (2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,1 2,1 3,1 5,1 4,1 6,1

1,2 2,2 3,2 4,2 5,2 6,2

1,3 2,3 3,3 4,3 5,3 6,3

1,4 2,4 3,4 4,4 5,4 6,4

1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 6,5

1,6 2,6 3,6 4,6 5,6 6,6

 
 
 
 

 =  
 
 
 
 

. 

) ב. ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) 1,6 , 2,5 , 3,4 , 4,3 , 5,2 , 6,1  , 2,6 , 3,4 , 4,3 , 6,2A C= =. 

:  A-ג. הסיכוי ל
1

6
:  B-הסיכוי ל  .

1

9
. 

 . 0.5ג.   . 0.4ב.   . 0.4א.  (3

 . 0.32ג.  . 0.78ב.   . 0.22א.  (4

 . 0.8ג.   . 0.2ב.   . 0.1א.  (5

א.  (6 , , , , , , ,PPP PPE PEP EPP PEE EPE EEP EEE =. 

ב.    , ,  , , , , , , ,A PPE PEP EPP D PPP PPE PEP EPP PEE EPE EEP= =. 

ג.  D EEE=. 

ד. 
1

8
. 
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מאורעות זרים  –  פעולות בין מאורעות )חיתוך ואיחוד(
 : ומכילים

 רקע:

 פעולת חיתוך: 

 . נותנת את המשותף בין המאורעות הנחתכים

A:  יסומן כךBלמאורע   Aחיתוך בין המאורע   B. 

 .B- וגם ב A- מדובר בתוצאות שנמצאות ב
 

   :הדוגמ 

  :הן 5לקבל לפחות האפשרויות בהטלת קובייה, למשל,   5,6A =. 

הן:    לקבל תוצאה זוגיתהאפשרויות  2,4,6B =. 

החיתוך שביניהם הוא:   6A B =. 

 

 פעולת איחוד:

 נותנת את כל האפשריות שנמצאות לפחות באחת 
A  :, ומסומנתמהמאורעות B. 

 .B  או A- הפעולה נותנת את אשר נמצא ב
     כלומר, לפחות אחד מהמאורעות קורה.

 
 דוגמה:

  הן:  5לקבל לפחות האפשרויות   בהטלת קובייה 5,6A =. 

האפשרויות לקבל תוצאה זוגית:   2,4,6B =. 

  :וגם תוצאה זוגית 5האפשרויות לקבל לפחות  2,4,5,6A B =. 
 

 :דוגמה )הפתרון נמצא בהקלטה(
סטודנט ניגש בסמסטר לשני מבחנים. מבחן בסטטיסטיקה ומבחן בכלכלה. ההסתברות  

ההסתברות שלו לעבור את המבחן   ,0.9שלו לעבור את המבחן בסטטיסטיקה הוא  
 . 0.75ובכלכלה היא  ההסתברות לעבור את המבחן בסטטיסטיקה  ו  0.8בכלכלה הוא 

 מה ההסתברות שלו לעבור את המבחן בסטטיסטיקה בלבד? 
 מה ההסתברות שלו להיכשל בשני המבחנים?  

 מה ההסתברות לעבור לפחות מבחן אחד? 
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  נוסחת החיבור לשני מאורעות:

 ההסתברות של איחוד מאורעות תחושב ע"י הקשר הבא: 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B = + −   

 

 מורגן לשני מאורעות:חוקי דה  

A B A B

A B A B

=

=
  

( ) ( )

( ) ( )

1

1

P A B P A B

P A B P A B

= −

= −
  

 שיטת ריבוע הקסם: 

 השיטה רלבנטית רק אם יש שני מאורעות במקביל בדומה לתרגיל הקודם:

 

 

 

 

 

 

 

 מאורעות זרים: 

 אף איבר משותף:אין להם זרים הם כאשר מאורעות 

 A B  לא יכולים להתרחש בו זמנית.   הם , כלומר .=

)  ההסתברות של חיתוך המאורעות היא אפס: ) 0P A B =. 

)  המאורעות תחושב:ההסתברות של איחוד  ) ( ) ( )P A B P A P B = +. 

 

 :הדוגמ 

  הן: 5בהטלת קובייה, האפשרויות לקבל לפחות  5,6A   3והאפשרות לקבל  =

  היא: 3B החיתוך ביניהם הוא אפס, כלומר:  , ולכן = A B =. 

 

 A A  

( )P B ( )P A B ( )P A B B 

( )P B ( )P A B ( )P A B B 

1 ( )P A ( )P A  

1
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 : מאורעות מוכלים

 , השונים מאפס. B- ו A  נתונים שני מאורעות

 אם כל איברי  Aמוכל במאורע   Bנאמר שהמאורע  

Bונרשום:   Aכלולים במאורע   Bהמאורע   A. 

  B- כל התוצאות שנמצאות ב Bמכיל את מאורע  Aמאורע  

 .A  מוכלות בתוך מאורע

Bקשר זה מסומן באופן הבא:  A. 

A B B

A B A

 =

 =
 

( ) ( )

( ) ( )

P A B P B

P A B P A

 =

 =
                     

  למשל:
 

 

2,4,6

2,4

A

B

=

=
. 
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 שאלות:

 לא בהכרח בת משמעות.  –  אותיות 2יוצרים מילה בת  G-ו  E ,Fמהאותיות  (1
 המאורעות הבאים:נגדיר את  

A -   במילה נמצאת האותE. 

B -  .במילה אותיות שונות 

 .Bעם  Aאת כל האפשרויות לחיתוך   מורש  .א

 .B  עם Aאת כל האפשרויות לאיחוד של   מורש  .ב
 

תלמיד ניגש בסמסטר לשני מבחנים מבחן בכלכלה ומבחן בסטטיסטיקה.  (2
 נגדיר את המאורעות הבאים:  

A-  .לעבור את המבחן בסטטיסטיקה 

B-  .לעבור את המבחן בכלכלה 
בפעולות חיתוך, איחוד ומשלים בלבד כדי להגדיר את המאורעות   והיעזר 

 בדיאגראמת וון את השטח המתאים: נו הבאים וסמ 

 התלמיד עבר רק את המבחן בכלכלה.  .א

 התלמיד עבר רק את המבחן בסטטיסטיקה.   .ב

 התלמיד עבר את שני המבחנים.  .ג

 עבר לפחות מבחן אחד. התלמיד  .ד

 התלמיד נכשל בשני המבחנים.  .ה

 התלמיד נכשל בכלכלה.  .ו

 

להיות הספרה שנבחרה היא   Aספרה באקראי. נגדיר את  נתבקשתם לבחור  (3

 . 5-להיות הספרה שנבחרה קטנה מB  נגדיר את זוגית. 

 למאורעות הבאים:רשמו את כל התוצאות   .א

A , B , B ,  A B  ,A B. 

 חשבו את ההסתברויות לכל המאורעות מהסעיף הקודם.  .ב

 

 קבוצה ריקה.  - המדגם ובאת מרחב  - נסמן ב (4

 הינו מאורע בתוך מרחב המדגם. A נתון כי

 .Aאו   או     להלן מוגדרים מאורעות שפתרונם הוא
 : עבור כל מאורע מה הפתרון שלו  וקבע

A , A  , A    ,A  ,A  ,A A  ,    ,A A . 
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 הוגדרו המאורעות הבאים: (5

A -   מטר   1.7אדם שגובהו מעל 

B -  מטר 1.8- גובהו מתחת לשאדם . 
 את גובהם של האנשים הבאים:   וקבע

A .א B.   

A .ב B.  

A .ג B.  

A .ד B.  

   .A .ה
 

 נגדיר את המאורעות הבאים: (6

A -   .אדם דובר עברית 

B -  אדם דובר ערבית . 

C -   .אדם דובר אנגלית 
 בפעולות איחוד, חיתוך והשלמה לתיאור המאורעות הבאים:   והשתמש

 אדם דובר את  כל שלוש השפות.  .א

 אדם דובר רק עברית.  .ב

 אדם דובר לפחות שפה אחת מתוך השפות הללו.  .ג

 אדם אינו דובר אנגלית. .ד

 ות הנ"ל(. שפות בדיוק )מהשפ שתי  יםדוברשקבוצת התלמידים  .ה
 

שתי מפלגות רצות לכנסת הבאה. מפלגת "גדר" תעבור את אחוז החסימה   (7
 תעבור את אחוז החסימה בהסתברות   "עתיד " מפלגת ו 0.08בהסתברות של 

 שתי המפלגות לא תעבורנה את אחוז החסימה.  76%. בהסתברות של 0.20של 

 החסימה? מה ההסתברות שלפחות אחת מהמפלגות תעבור את אחוז  .א

 מה ההסתברות ששתי המפלגות תעבורנה את אחוז החסימה?   .ב

 מה ההסתברות שרק מפלגות "עתיד" תעבור את אחוז החסימה?  .ג

 

 מהעובדים   20% ,מהעובדים הם גברים. כמו כן 40%במקום עבודה מסוים  (8
 מהעובדים הינן נשים אקדמאיות.  10%הם אקדמאים. 

 איזה אחוז מהעובדים הם גברים אקדמאיים?  .א

 איזה אחוז מהעובדים הם גברים או אקדמאיים?  .ב

 איזה אחוז מהעובדים הם נשים לא אקדמאיות?  .ג

  

1
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לעלות ביום    Bביום מסוים והסיכוי של מניה  0.5לעלות הנו  Aהסיכוי של מניה  (9
 לפחות אחת מהמניות תעלה ביום מסוים.   0.7. בסיכוי של 0.4מסוים הנו  

 ניות הללו ביום מסוים: את ההסתברויות הבאות לגבי שתי המ וחשב

 ששתי המניות תעלנה.  .א

 שאף אחת מהמניות לא תעלנה.  .ב

 בלבד תעלה.  Aשמניה  .ג
 

 אדומה ושחורה. נגדיר את המאורעות הבאים: ,מטילים זוג קוביות (10

A -   2ובשחורה  4בקובייה האדומה התקבלה התוצאה . 

B -   6סכום התוצאות משתי הקוביות הוא . 
C -  10מכפלת התוצאות בשתי הקוביות היא . 

 מאורעות זרים?  B- ו Aהאם   .א

 ?Aמכיל את המאורע   Bהאם המאורע   .ב

 מאורעות זרים?  C- ו Aהאם   .ג

 מאורעות משלימים?  C- ו Aהאם   .ד

 

)  ההסתברויות הבאות:ידועות  B- ו Aעבור המאורעות   (11 ) 0.6P A = ,  

( ) 0.3P B =, ( ) 0.1P A B =. 

 מאורעות זרים? B- ו Aהאם    .א

)את    וחשב  .ב )P A B. 

 

 המאורעות הבאים:מטבע הוטל פעמיים. נגדיר את   (12

A -  .קיבלנו עץ בהטלה הראשונה 

B -  .קיבלנו לפחות עץ אחד בשתי ההטלות 
 איזו טענה נכונה? 

 מאורעות זרים.  B- ו A .א

 מאורעות משלימים.  B- ו A .ב

 .Aמכיל את   B .ג

 .Bמכיל את   A .ד
 

מהם רשום מחשב    2מהם רשום חופשה ועל  3על   .כרטיסים 100בהגרלה חולקו  (13
 שאר הכרטיסים ריקים. אדם קיבל כרטיס אקראי.

 מה הסיכוי לזכות בחופשה או במחשב? האם המאורעות הללו זרים?  .א

 מה ההסתברות לא לזכות בפרס?   .ב
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)  :כי תוןנ (14 ) ( ) ( )0.3 , 0.25 , 0.49P A P B P A B= =  =   

)- את הסיכוי ל וחשב .א )P A B. 

 מאורעות זרים? B- ו A  האם .ב

 יקרה?  Bרק  שיקרה או  Aמה ההסתברות שרק   .ג
 

15) A ו -B :מאורעות זרים. נתון ש ( ) ( ) ( )2 P B A P A B P A B  =  = . 

 ? Bומה ההסתברות למאורע   Aמה הסיכוי למאורע  

 

 אילו מהטענות הבאות נכונות:   וקבע (16

A .א B B A = .  

A .ב B A B = . 

) .ג )A B C A B C B  =   . 

A .ד B C A B C  =  . 
 

)- ש מאורעות במרחב מדגם. נתון B- ו A- שנתון  (17 ) ( )0.3 , 0.2P A P B= =. 

)- האם יתכן ש  .א ) 0.4P A B =? 

)- האם יתכן ש  .ב ) 0.6P A B =? 

)  זרים מה הסיכוי B-ו Aאם    .ג )P A B? 

)  מה הסיכוי Bמכיל את   Aאם  .ד )P A B? 

 

חשבון   28%-חשבון בבנק הפועלים. ל  30%-המדינה הבוגרים למתוך אזרחי  (18
מחזיקים חשבון   6%חשבון בבנק מזרחי. כמו כן נתון כי  15%- בבנק לאומי ול

  4%- חשבון בבנק פועלים ומזרחי. ול 5%-בבנק לאומי ובבנק הפועלים. ל 
מהאוכלוסייה הבוגרת חשבון בנק   1%-חשבון בבנק לאומי ומזרחי. כמו כן ל 

 הבנקים יחד.    בשלושת

 מה אחוז האזרחים להם חשבון בבנק לאומי בלבד? .א
מה ההסתברות שאזרח כלשהו יחזיק חשבון בבנק פועלים ולאומי אבל   .ב

 מזרחי? לא בבנק 

 מה ההסתברות שלאזרח יהיה חשבון בפועלים או במזרחי אבל לא בבנק לאומי?  .ג

 מה אחוז האזרחים שיש להם חשבון בנק אחד בלבד? .ד

 ם שיש להם בדיוק חשבון בשני בנקים בלבד? מה אחוז האזרחי .ה

 מה ההסתברות שלאזרח בוגר אין חשבון בנק באף אחד מהבנקים הללו?  .ו

 לאיזה אחוז מהאזרחים יש חשבון בנק בלפחות אחד מהבנקים הללו?  .ז

1

פרק 2פעולות בין מאורעות (חיתוך ואיח...

11

11



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                    כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                         
 

 . 21חברה מסוימת פרסמה את הנתונים הבאים לגבי האזרחים מעל גיל  (19
  52%מהאנשים מחזיקים כרטיס "ויזה",   40%הנתונים שהתקבלו היו:  

מחזיקים כרטיס "אמריקן אקספרס",   20%מחזיקים כרטיס "ישראכרט", 
מחזיקים כרטיס ישראכרט  8%מחזיקים כרטיס ויזה וגם ישראכרט,   15%

 מחזיקים כרטיס ויזה וגם אמריקן אקספרס.  7%- וגם אמריקן אקספרס ו
 מחזיקים באף אחד  משלושת הכרטיסים הנ"ל.  לא  13%כמו כן, 

 מה אחוז מחזיקי שלושת כרטיס האשראי גם יחד? .א

 מה אחוז מחזיקי ישראכרט וויזה אך לא את אמריקן אקספרס?  .ב

 מה אחוז מחזיקי כרטיס אחד בלבד?  .ג

  

)  :וח יהוכ  (20 ) ( ) ( ) ( )1P A B P A P B P A B = − − + . 

   

21) A ו -B האם נכון לומר שהסיכוי שיתרחש בדיוק   .מאורעות במרחב המדגם

)  מאורע אחד הוא: ) ( ) ( )2P A P B P A B+ −  ? 
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 :תשובות סופיות 

}א.  (1 , , , }A B EG EF FE GE =.    

} ב. , , , , , , }A B EG EF EE FE GE EG GF =.    

B א. (2 A.    .בA B.  .גA B.  .דA B.   .הA B.    .וB. 

8A, 6, 4, 2 ,0א.  (3 =, 0, 1, 2, 3, 4B =,  5, 6, 7, 8, 9B =,  

0, 2, 4A B =, 0, 2, 4, 6, 8, 1, 3A B =.            

)ב.  ) 0.5P A =,( ) 0.5P B =,( ) 0.5P B =,( ) 0.3P A B =,( ) 0.7P A B =. 

4) A A=,   A   =, A A = ,A A=,  A= ,     

A A  = ,  =,  A A =.   

Aא.  (5 B:  ב.   . 1.8-ל  1.7גובה ביןA B:  כל גובה אפשרי . 

Aג.  A B= :   ד.   . 1.7גובה לכל היותרA B:  1.8או לפחות    1.7לכל היותר.   

Aה.   A=:  1.7גובה מעל . 

A. א (6 B C .   .בA B C .   .גA B C . 

)ה.       .Cד.  ) ( ) ( )A B C B C A A C B     . 

)א.  (7 ) 0.24P A B )ב.   .= ) 0.04P A B )ג.   .= ) 0.16P B A =.   

)א.  (8 ) 10%P A B )ב.  .= ) 50%P A B )ג.  .= ) 50%P A B =. 

)א.  (9 )A 0.2P B )ב.   .= ) 0.3P A B )ג.   .= ) 0.3P A B =. 

 . ד. לא  . ג. כן  . ב. כן  . א. לא (10

). ב  . א. כן (11 ) 0.3P A B =.  

 הטענה הנכונה היא ג'.  (12

 . 0.95ב.   . 0.05א.  (13

)א.  (14 ) 0.06P A B )ג.   . ב. לא .= ) ( )( ) 0.43P A B B A  =. 

15) ( ) ( )
1 2

 , 
5 5

P B P A= =. 

 . ד. נכון . ג. לא נכון . ב. לא נכון    .א. נכון (16

)ג.   . ב. לא  . א. כן (17 ) 0.5P A B )ד.   .= ) 0.3P A B =. 

      .0.41ו.  . 12%ה.  .46%ד.  . 0.31ג.  . 0.05ב.   . 19%א.  (18
 . 59%ז. 

 . 67%ג.  .10%ב.   . 5%א.  (19

 שאלת הוכחה.  (20

 . נכון (21

1

פרק 2פעולות בין מאורעות (חיתוך ואיח...

13

13



קורס השלמה במתמטיקה
פרק 3 - קומבינטוריקה -כלל המכפלה

תוכן העניינים

1. כללי י 14

13

13



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                    כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                         

 

 :כלל המכפלה – קומבינטוריקה 

 :רקע

 כלל המכפלה: 

 הוא כלל שבאמצעותו אפשר לחשב את גודל המאורע או גודל מרחב המדגם.   כלל המכפלה

  knהשני... רויות לשלב שאפ 2nאפשרויות לשלב הראשון,   1nשלבים:  kאם לתהליך יש 

 : kאפשרויות לשלב 

1מספר האפשרויות לתהליך כולו יהיה:   2 3 kn n n n       

 )הסבר בהקלטה(  קובייה וגם מטבע?למשל, כמה אפשרויות יש למשחק בו מטילים 

1 2

1 2

6 ,  2

6 2 12

n n

n n

= =

 =  =
  

ליצור כאשר התו הראשון הוא אות אנגלית  תווים ניתן   5למשל, כמה לוחיות רישוי בני 
 )הסבר בהקלטה(  והיתר ספרות? 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

26 ,  10 ,  10 ,  10 ,  10

26 10 10 10 10 260,000

n n n n n

n n n n n

= = = = =

    =     =
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 :שאלות

 חשבו את מספר האפשרויות לתהליכים הבאים:  (1

 . הטלת קובייה פעמים .א

 מספר תלת ספרתי.  .ב

 בחירת בן ובת מכתה שיש בה שבעה בנים ועשר בנות.  .ג

אנשים שונים כאשר אדם לא יכול  חלוקת שני פרסים שונים לעשרה  .ד
 לקבל יותר מפרס אחד. 

 

 במסעדה מציעים ארוחה עסקית.  (2
 בארוחה עסקית יש לבחור מנה ראשונה, מנה עיקרית ושתייה. 

אנטיפסטי ומרק היום.   טהאופציות למנה ראשונה הן: סלט ירקות, סל 
ת  חזה עוף בגריל, לזניה בשריקוט,  ריק אנטייהאופציות למנה עיקרית הן: סט

 ולזניה צמחונית. האופציות לשתייה הן: קפה, תה ולימונדה. 

 כמה ארוחות שונות ניתן להרכיב בעזרת התפריט הזה?  .א

 אדם מזמין ארוחה אקראית. חשב את ההסתברויות הבאות:  .ב

i.  .בארוחה סלט ירקות, לזניה בשרית ולימונדה 

ii. .בארוחה סלט, לזניה ותה 

 

 ת ההסתברויות הבאות:בוחרים באקראי מספר בין חמש ספרות. חשבו א (3

 המספר הוא זוגי.  .א

 במספר כל הספרות שונות. .ב

 במספר כל הספרות זהות. .ג

 במספר לפחות שתי ספרות שונות.  .ד

 במספר לפחות שתי ספות זהות.  .ה

 המספר הוא פלינדרום )מספר הנקרא מימין ומשמאל באות הצורה(. .ו

 

 קומות.  8חישה אנשים אקראיים נכנסו למעלית בבניין בן   (4
 ההסתברויות הבאות:חשבו את 

 כולם ירו בקומה החמישית.  .א

 כולם ירדו באותה קומה. .ב

 כולם ירדו בקומה אחרת. .ג

 ערן ודני ירדו בקומה השישית והיתר בשאר הקומות.  .ד
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במפלגה חמישה עשר חברי כנסת. יש לבחור שלושה חברי כנסת לשלושה   (5
 :אם  תפקידים שונים. בכמה דרכים ניתן לחלק את התפקידים הבאים

 כנסת יכול למלא יותר מתפקיד אחד.  חבר .א

 חבר כנסת לא יכול למלא יותר מתפקיד אחד. .ב

 

 פעמים. 4מטילים קובייה   (6

 מה ההסתברות שכל התוצאות תהינה זהות?  .א

 מה ההסתברות שכל התוצאות תהינה שונות?  .ב

 מה ההסתברות שלפחות שתי תוצאות תהינה זהות? .ג

 מה ההסתברות שלפחות שתי תוצאות תהיה שונות? .ד

 

  ABC-ליצור מילה בת חמש אותיות, לא בהכרח עם משמעות מאותיות ה יש (7
 אותיות(.  26)

 ? L-ו D ,Aמה ההסתברות שבמילה שנוצרה אין האותיות  .א

 מה ההסתברות שבמילה שנוצרה כל האותיות זהות?  .ב

 מה ההסתברות שבמילה שנוצרה לפחות שתי אותיות שונות זו מזו?  .ג

מה ההסתברות שהמילה היא פלינדרום? )מילה אשר משמאל לימין,   .ד
 ומימין לשמאל נקראת אותו הדבר(. 

 

 )מותר לחזור על אותה ספרה בקוד(. ספרות   aיוצרים קוד עם  (8
 . (a)בטאו את תשובותיכם באמצעות  חשבו את ההסתברויות הבאות:

 . 5בקוד אין את הספרה  .א

 . 3בקוד מופיעה הספרה   .ב

 מופיעות ספרות אי זוגיות. בקוד לא  .ג

 

 . Xאו  V. כל משבצת מסומנת בסימן משבצות nלמלא טופס בו במשחק מזל יש  (9
 בכמה דרכים שונות ניתן למלא את טופס משחק המזל? 

 

  

1
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 ת:תשובות סופיו

 . 90ד.   . 70ג.   . 900ב.   . 36א.  (1

.  iב.   . 36א.  (2
1

36
.  iiב.  .

1

9
.  

 . 0.01ו.  . 0.6976ה.  . 0.9999ד.  . 0.0001ג.  . 0.3024ב.   . 0.5א.  (3

א.  (4
5

1

8
ב.   .

4

1

8
ד.  . 0.205ג.   .

3

5

1 1 7

8

 
.  

 . 2730ב.   . 3375א.  (5

א.  (6
1

216
ב.   .

5

18
ג.    .

13

18
ד.     .

215

216
.  

א.  (7
5

5

23

26
ב.    .

4

1

26
ג.   .

4

1
1

26
ד.    .−

2

1

26
.  

1ב.   .0.9aא.  (8 0.9a−.  .0.5 גa. 

9) 2n.  
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 4 - קומבינטוריקה- תמורה - סידור עצמים בשורה

תוכן העניינים

1. כללי י 18
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 :סידור עצמים בשורה –תמורה  – קומבינטוריקה

 :רקע

 תמורה:

)  עצמים שונים בשורה: nמספר האפשריות לסדר   )! 1 2 3 1n n n=    − . 

!0 :הערה 1=.  
 

 : )הפתרונות בהקלטה( דוגמאות

 ? a, b, c, d :בכמה דרכים שונות ניתן לסדר את האותיות •

  a, b :, כך שהאותיותa, b, c, d   :בכמה דרכים שונות ניתן לסדר את האותיות •

 יהיו ברצף? 

   a, b  :, כך שהאותיותa, b, c, d   :בכמה דרכים שונות ניתן לסדר את האותיות •

 ? baיופיעו בתור הרצף

  

1
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 :שאלות

 בכמה אופנים  :חשבו (1

 ? ספרים שונים על מדף   4פשר לסדר א .א

 אפשר לסדר חמישה חיילים בטור?  .ב

 

 דיסקים שונים על מדף שמתוכם שניים בשפה העברית. 10סידרו באקראי   (2

 מה ההסתברות שהדיסקים בעברית יהיו צמודים זה לזה?  .א

 מה ההסתברות  שהדיסקים בעברית לא יהיו צמודים זה לזה?  .ב

 אחד בקצה השני של המדף?מה ההסתברות ששני הדיסקים בעברית יהיו כל   .ג

 

. נניח  הבנות בכיתה ומדרגים אותם לפי הציון שלהם בבחינ  4-בנים ו 5בוחנים   (3
 אותו ציון.  בעלישאין תלמידים  

 מהו מספר הדירוגים האפשריים?  .א

 מהו מספר הדירוגים האפשריים אם מדרגים בנים ובנות בנפרד?  .ב
 

 ספרים שונים על מדף.  10מסדרים   (4

 ניתן לסדר את הספרים על המדף? בכמה אופנים   .א

 
 הם ספרים בסטטיסטיקה.  10- שני ספרים מתוך ה

מה ההסתברות שאם נסדר את הספרים באקראי, הספרים   .ב
 בסטטיסטיקה יהיו צמודים זה לזה? 

 מה ההסתברות שהספרים בסטטיסטיקה לא יהיו צמודים זה לזה?  .ג

  מה ההסתברות שהספרים בסטטיסטיקה יהיו בקצות המדף )כל ספר  .ד
 בקצה אחר(? 

 

בשפה   4שירים שונים.   12אדם יצר בנגן שלו פלייליסט )רשימת השמעה( של  (5
 בצרפתית. האדם הריץ את הפלייליסט באקראי.  3-באנגלית ו   5העברית, 

מה ההסתברות שכל השירים באנגלית יופיעו כשירים הראשונים   .א
 כמקשה אחת? 

 ה ראשונים(? מה ההסתברות שכל השירים באנגלית יופיעו ברצף )לא חוב .ב

מה ההסתברות ששירים באותה השפה יופיעו ברצף )כלומר כל השירים   .ג
 באנגלית ברצף, כל השירים בעברית ברצף וכך גם השירים בצרפתית(? 

  

1
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 . קולנועב 8-1בנות התיישבו באקראי בשורת כיסאות  4-בנים ו  4 (6

 מה ההסתברות שיוסי ומיכל לא ישבו זה לצד זה? .א

 זוגיים? - שהבנים יתיישבו במקומות האימה ההסתברות  .ב

 מה ההסתברות שכל הבנים ישבו זה לצד זה?  .ג

 מה ההסתברות שהבנים ישבו זה לצד זה והבנות תשבנה זו לצד זו?  .ד

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות 

 . 120ב.   . 24א.  (1

 . 0.022ג.  . 0.8ב.   . 0.2א.  (2

 . 2880ב.  . 362880א.  (3

ד.   . 0.8ג.   . 0.2ב.  . 3628800א.  (4
1

45
. 

א.  (5
1

792
ב.  .

1

99
ג.    .

1

4620
. 

ג.  .0.014ב.   . 0.75א.  (6
1
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 .ד  .

1
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 5 - קומבינטוריקה  -דגימה סידורית ללא החזרה ועם החזרה

תוכן העניינים

1. כללי י 21
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דגימה סידורית ללא החזרה ועם   –קומבינטוריקה 
 : החזרה

 :רקע

 : דור בדגימה עם החזרהימדגם ס

עצמים שונים כאשר הדגימה היא    n  עצמים מתוך  k  מספר האפשרויות בדגימת

 .knעם החזרה והמדגם סדור הוא: 
 

 דוגמה:

, תלמיד יכול  שוניםבוחרים שלושה תלמידים מתוך עשרה לייצג ועד בו תפקידים 
 . למלא יותר מתפקיד אחד

, 310   כמה ועדים שונים ניתן להרכיב?  3 ,10 1,000n k= = =. 

 
 :ללא החזרהדור ימדגם ס

)  עצמים שונים  n  עצמים שונים מתוך k  מספר האפשרויות בדגימת )n k   כאשר

 המדגם סדור ואין החזרה של עצמים נדגמים הינו:

( ) ( )( ) ( )( )
( )

!
1 2 ... 1

!k

n
n n n n n k

n k
= − − − − =

−
. 

  
 דוגמה:

 .   שונים לייצג וועד בו תפקידים  10מתוך  שלושה תלמידים נבחרים 

   :תלמיד לא יכול למלא יותר מתפקיד אחד
10!

10 9 8 720
7!

=   =. 
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 :שאלות

חברי כנסת, מעוניינים לבחור שלושה חברי כנסת לשלושה   20במפלגה  (1
 תפקידים שונים.  

 חבר כנסת יכול למלא יותר מתפקיד אחד.   .א
 התפקידים?  כמה קומבינציות ישנן לחלוקת

 חבר כנסת לא יכול למלא יותר מתפקיד אחד.   .ב
 כמה קומבינציות יש לחלוקת  התפקידים? 

 

(. בכל משבצת יש   Dעד A)-A-D ממשבצות ממוספרות   4במשחק מזל יש  (2
(. הזוכה הוא זה שניחש נכונה את כל הספרות בכל  0-9למלא סיפרה )

 המשבצות בהתאמה.  

 מה ההסתברות לזכות במשחק?  .א

 במספר הזוכה?  3מה ההסתברות שבאף משבצת לא תהיה את הספרה  .ב

 תופיע לפחות פעם אחת במספר הזוכה?   4מה ההסתברות שהתוצאה  .ג

 

תברות שלפחות לשניים מהם יהיה יום  אנשים, מה ההס 22קבוצה מונה   (3
 הולדת באותו התאריך?  

 

 שלושה אנשים קבעו להיפגש במלון הילטון בסינגפור.   (4
 מלונות הילטון.   5הבעיה היא שבסינגפור ישנם 

 מה ההסתברות שכל השלושה ייפגשו?  .א

 מה ההסתברות שכל אחד יגיע לבית מלון אחר?  .ב
 

 ה מהם לוועד כיתה.  תלמידים. מעוניינים לבחור חמיש   40בכיתה  (5
 בכמה דרכים ניתן להרכיב את הוועד אם: 

 תפקידים שונים ותלמיד יכול למלא יותר מתפקיד אחד.   5בוועד  .א

 תפקידים שונים ותלמיד לא יכול למלא יותר מתפקיד אחד.   5בוועד  .ב
 

 

 :תשובות סופיות 

 . 6840ב.   . 8000א.  (1

 . 0.3439ג.   . 0.6561ב.  . 0.0001א.  (2

3) 0.476 . 

 . 0.48ב.   . 0.04א.  (4

 . 78,960,960ב.   .540א.  (5
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 6 - קומבינטוריקה - דגימה ללא סדר וללא החזרה

תוכן העניינים

1. כללי י 23
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 :דגימה ללא סדר וללא החזרה –קומבינטוריקה 

 :רקע

 :מדגם לא סדור בדגימה ללא החזרה

עצמים שונים כאשר אין   n  ךעצמים שונים מתו kמספר האפשרויות לדגום 

   משמעות לסדר העצמים הנדגמים ואין החזרה:
( )

( )!

! ! !

k
nnn

kn k k k

 
= = 

−  
. 

 

 :דוגמה

 תלמידים יש לבחור שלושה נציגים לוועד ללא תפקידים מוגדרים: 10מתוך  

 
10 10!

120
3 7! 3!

 
= = 

 
. 

  

 :הערות

1) 
n n

k n k

   
=   
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. 
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 :שאלות

תלמידים שונים מהכיתה לנציגות  5בנים. יש לבחור  10-בנות ו  15בכיתה  (1
 :אם ,הכיתה. בכמה דרכים אפשר להרכיב את הנציגות

 אין שום הגבלה לבחירה.  .א
 בנים ירכיבו את המשלחת.  2-בנות ו  3-מעוניינים ש .ב

 לא יהיו בנים במשלחת.  .ג
 

  10קורסי בחירה בסמסטר זה. לפניו רשימה של  5סטודנט מעוניין לבחור  (2
 מתמטיקה. ב 2 ,במדעי החברה 3 ,במדעי הרוח 5קורסים לבחירה: 

 כמה בחירות שונות הוא יכול ליצור לעצמו?  .א
 קורסים הם ממדעי הרוח?  3כמה בחירות יש לו בהן   .ב

 ממדעי הרוח?  לאמהן  2כמה בחירות יש לו אם  .ג

 ממתמטיקה? 1-ממדעי החברה ו  2ממדעי הרוח,   2יש לו אם כמה בחירות   .ד
 

 תלמידות.   18-תלמידים ו 12תלמידים מתוכם   30בכיתה  (3
 תלמידים מהכיתה. התלמידים נבחרים באקראי.  4יש לבחור למשלחת 

 מה ההסתברות שהמשלחת תורכב רק מבנות?  .א

 מה ההסתברות שבמשלחת תהיה רק בת אחת?  .ב
 לפחות בת אחת?מה ההסתברות שבמשלחת תהיה  .ג

 

 . 1-45. המספרים הם 45מספרים מתוך  5במשחק הלוטו יש לבחור  (4

 מה ההסתברות שבמשחק הזוכה כל המספרים הם זוגיים?  .א
 מה ההסתברות שבמספר הזוכה יש לכל היותר מספר זוגי אחד?  .ב

 מה ההסתברות שבמספר הזוכה לפחות פעם אחת יש מספר זוגי?  .ג

 ? 30-המספרים גדולים ממה ההסתברות שבמספר הזוכה כל  .ד
 

אדום   בצבע 13בצבע שחור בצורת עלה,    13קלפים:  52בחפיסת קלפים ישנם  (5
 בצבע שחור בצורת תלתן.   13-בצבע אדום בצורת יהלום ו 13 בצורת לב,

, שאר הקלפים הם; נסיך,  2-10קלפים שמספרם  9 ( יש4-מכל צורה )מתוך ה
 ילה ללא ג'וקר(.  מלכה, מלך ואס )בעצם מדובר בקופסת קלפים רג

 קלפים )ללא החזרה(. 5שני אנשים משחקים פוקר. כל אחד מקבל באקראי 

 מה ההסתברות שעודד יקבל את כל המלכים וערן את כל המלכות?  .א
 לב? -מה ההסתברות שאחד השחקנים יקבל את הקלף אס .ב

מה ההסתברות שערן יקבל קלפים שחורים בלבד ועודד יקבל שני   .ג
 בדיוק? קלפים שחורים 

 קלפים שהם מספר )אס אינו מספר(?  3מה ההסתברות שערן יקבל לפחות  .ד

 

1
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  5מזכירות. יש ליצור וועד של  5מסלולי לימוד. בכל מסלול לימוד   4במכללה  (6
 מזכירות מתוך כלל המזכירות במכללה. יוצרים וועד באופן אקראי.  

 חשבו את ההסתברויות הבאות:  

 מדעי ההתנהגות". כל המזכירות בוועד יהיו ממסלול "  .א
 כל המזכירות בוועד יהיו מאותו המסלול.  .ב

 מכל מסלול תבחר לפחות מזכירה אחת.  .ג

 

    כי: וח יהוכ  (7
1

1 1

n n n

k k k

+     
+ =     

+ +     
.  

 

8) 2n 2- בנים וn קבוצות.   2-בנות מתחלקים ל 

ה אם שתי הקבוצות צריכות  בכמה דרכים שונות ניתן לבצע את החלוק .א
 שוות בגודלן ויש בכל קבוצה מספר שווה של בנים ובנות? להיות 

ש מספר שווה של בנים ובנות  בכמה דרכים ניתן לבצע את החלוקה אם י .ב
 קבוצה אבל הקבוצות לא בהכרח בגודל שווה.בכל 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות 

 . 3003ג.   . 20475ב.   . 53130א.  (1

 . 60ד.   . 100ג.    . 100ב.    . 252א.  (2

 . 0.9819ג.   . 0.1445ב.   . 0.1117א.  (3

 . 0.00246ד.  . 0.972ג.   .0.187ב.    . 0.02א.  (4

 .0.837ד.  . 0.009ג.   . 0.1923ב.    . 0א.  (5

56.45א.  (6 10−.    .42.58ב 10−.    .0.3225ג . 

 שאלת הוכחה.  (7
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 : שאלות מסכמות – קומבינטוריקה

 :שאלות

 תלמידים. מעוניינים לבחור חמישה מהם לוועד כיתה.    40 בכיתה  (1
 בכמה דרכים ניתן להרכיב את הוועד אם: 

 תפקידים שונים ותלמיד יכול למלא יותר מתפקיד אחד.   5בוועד  .א
 תפקידים שונים ותלמיד לא יכול למלא יותר מתפקיד אחד.   5בוועד  .ב
 תפקידים שונים בוועד.אין   .ג

 

 עובדים, יש לבחור ארבעה עובדים למשלחת לחו"ל.   30 במשרד (2
 בכמה דרכים ניתן להרכיב את המשלחת? 

במשלחת ארבע משימות שונות שיש למלא וכל עובד יכול למלא יותר   .א
 ממשימה אחת. 

 רק הפעם עובד לא יכול למלא יותר ממשימה אחת.  'כמו בסעיף א .ב
ה עובדים שונים למשלחת שבה לכולם אותו  מעוניינים לבחור ארבע  .ג

 התפקיד. 
 

אותיות   3-ספרות שונות ו 2-מעוניינים להרכיב קוד סודי. הקוד מורכב מ  (3
 אותיות אפשריות(.  26שונות באנגלית )

 כמה קודים שונים ניתן להרכיב?  .א
 כמה קודים שונים ניתן להרכיב אם הקוד מתחיל בספרה ונגמר בספרה?  .ב
 ב אם הספרות חייבות להיות צמודות זו לזו? כמה קודים ניתן להרכי .ג
 בכמה קודים הספרות לא מופיעות ברצף?  .ד

 

 משחקים בארונית.   6אמו לסדר   ל ידימגירות. ילד התבקש ע  4בארונית   (4
 הילד מכניס את המשחקים באקראי למגירות השונות.  

 כל מגירה יכולה להכיל את כל המשחקים יחד. 
 המשחקים למגירה העליונה? מה ההסתברות שהילד יכניס את כל  .א
 מה ההסתברות שהילד יכניס את כל המשחקים לאותה מגירה?  .ב
מה ההסתברות ש"דומינו" יוכנס למגירה העליונה ויתר המשחקים   .ג

 לשאר המגירות. 
 מה ההסתברות ש"דומינו" לא יוכנס למגירה העליונה?  .ד
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מפלגות שונות: "הירוקים",   4מסוימת מתמודדות למועצת העיר   בעיר (5
 אנשים אינם יודעים למי להצביע,  6"קדימה", "העבודה" ו"הליכוד". 

 ולכן בוחרים באקראי מפלגה כלשהי. 
 יבחרו באותה מפלגה?  6-מה ההסתברות שכל ה  .א
 מה ההסתברות שמפלגת ה"ירוקים" לא תקבל קולות?  .ב
קולות וכל מפלגה   3מה ההסתברות שמפלגת ה"ירוקים" תקבל בדיוק  .ג

 בלבד? 1אחרת תקבל קול  
קולות, מפלגת "העבודה"   2מה ההסתברות שמפלגת "הירוקים תקבל  .ד

 קולות?  2ומפלגת "הליכוד" תקבל  קולות  2תקבל 
 

 סרטים שונים. 8ספריה המונה   לרשותםרצו לראות סרט. וחברים נפגשו  5 (6
 כל אחד התבקש לבחור סרט באקראי. 

 מה ההסתברות שכולם יבחרו את אותו הסרט?  .א
 ו את "הנוסע השמיני"? מה ההסתברות שכולם יבחר .ב
 מה ההסתברות שכל אחד יבחר סרט אחר?  .ג
 מה הסיכוי שלפחות שניים יבחרו את אותו הסרט? .ד
מה ההסתברות שיוסי וערן ייבחרו את "הנוסע השמיני" וכל השאר   .ה

 סרטים אחרים?
 מה ההסתברות שהנוסע השמיני לא ייבחר על ידי אף אחד מהחברים?  .ו
סרטי אימה,   3הסרטים ויצרו מהם רשימה. נתון שברשימה   8לקחו את   .ז

 סרטי האימה ברצף?   3שברשימה שנוצרה יופיעו מה ההסתברות 
 

  4אנשים. יש ליצור שתי וועדות שונות מתוך הקבוצה: אחת בת   10בקבוצה  (7
 אנשים. כל אדם יכול להיבחר רק לוועדה אחת.    3השנייה בת ואנשים  

 חשבו את מס' הדרכים השונות ליצירת הוועדות הללו כאשר: 
 אין בוועדות תפקידים.  .א
 בכל וועדה יש תפקיד אחד של אחראי הוועדה.  .ב
 ידים שונים. בכל וועדה כל התפק .ג

 

 נשים מתיישבים על כסאות בשורה של כסאות תיאטרון.    3- גברים ו 4 (8
 בכמה דרכים שונות ניתן לבצע את ההושבה:  כסאות. 10בכל שורה 

 ללא הגבלה.   .א
 כל הגברים ישבו זה ליד זה וגם כל הנשים תשבנה זו ליד זו.  .ב
 שני גברים בקצה אחד ושני הגברים האחרים בקצה שני. .ג

 

 מספרים.   5באקראי   נבחרו . 10עד  1-מספרים מ 10נם בהגרלה יש  (9
 הוא השני בגודלו מבין המספרים שנבחרו?  7מה ההסתברות שהמספר 
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 תחנות.   10- אנשים עלו לאוטובוס שעוצר ב 6 (10
 כל אדם בוחר באופן עצמאי ואקראי באיזו תחנה לרדת. 

 מה ההסתברות שכל אחד יורד בתחנה אחרת?  .א
 ירדו בתחנה החמישית? 3מה ההסתברות שבדיוק   .ב
 מה ההסתברות שרונית תרד בתחנה השנייה והשאר לא?  .ג
ולפחות אחד בכל אחת   5,6מה ההסתברות שכולם ירדו בתחנות   .ד

 מהתחנות הללו? 
 

 מקומות   4מקומות ישיבה עם כיוון הנסיעה ו   4ברכבת  (11
   ישיבה נגד כיוון הנסיעה. 

 אלו באקראי. במקומות התיישבו זוגות   4

 שונות ניתן להתיישב? בכמה דרכים  .א

 מה ההסתברות שהזוג כהן ישבו זה לצד זה עם   .ב
 כיוון הנסיעה? 

 מה ההסתברות שהזוג כהן ישבו זה לצד זה?  .ג

 מה ההסתברות שהזוג כהן ישבו כל אחד ליד החלון?   .ד
 )בכל שורה יש חלון(. 

 מה ההסתברות שהזוג כהן יישבו כך שכל אחד בכיוון נסיעה מנוגד?   .ה
 מה ההסתברות שהזוג כהן יישבו אחד מול השני פנים מול פנים.  .ו
מה ההסתברות שכל הגברים ייסעו עם כיוון הנסיעה וכל הנשים תשבנה   .ז

 הנסיעה? נגד כיוון  
 מה ההסתברות שכל זוג ישב אחד מול השני?  .ח

 

 ( ואותיות 0-9תווים, תווים אלו יכולים להיות ספרה ) 5-סיסמא מורכבת מ  (12
 אותיות(. כל תו יכול לחזור על עצמו יותר מפעם אחת.  26)  ABC-ה

 כמה סיסמאות שונות יש? .א
 כמה סיסמאות שונות יש שבהן כל התווים שונים? .ב
 כמה סיסמאות שונות יש שבהן לפחות ספרה אחת ולפחות אות אחת?  .ג

 

אנשים לוועדה. בכמה דרכים   3אנשים רוצים לבחור  nמתוך קבוצה בת   (13

 .n  שונות ניתן לבצע את הבחירה? בטא את תשובתך באמצעות
 אנשים שונים לוועדה.   3בוועדה אין תפקידים ויש לבחור  .א
 יותר מתפקיד אחת.  בוועדה תפקידים שונים. וכל אדם לא יכול למלא  .ב
 בוועדה תפקידים שונים ואדם יכול למלא יותר מתפקיד אחד.  .ג

 

את הסיכוי   nבאמצעות   ובטא פעמים. nשני אנשים מטילים כל אחד מטבע   (14
 שלכל אחד מהם אותו מספר פעמים של התוצאה "ראש". 
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 ספרות )מותר לחזור על אותה ספרה בקוד(.   aיוצרים קוד עם   (15

 : (a  חשבו את ההסתברויות הבאות )בטאו את תשובותיכם באמצעות 
 . 5בקוד אין את הספרה  .א
 . 3בקוד מופיעה הספרה   .ב
 בקוד לא מופיעות ספרות אי זוגיות.  .ג

 

מספר פעמים. כמה פעמים יש להטיל את זוג הקוביות בכדי    הוטלו  זוג קוביות (16
תתקבל לפחות הטלה אחת )של הזוג( עם סכום   0.5שבהסתברות של לפחות  

 ? 12תוצאות 
 

 ספרות.  6בוחרים באופן מקרי מספר בין  (17
 תופיע בדיוק פעם אחת במספר?  5מה הסיכוי שהספרה  .א
תופיע    0הספרה  תופיע לפחות פעם אחת וגם 4מה הסיכוי שהספרה  .ב

 לפחות פעם אחת במספר?
 

תיקיות הן   3תיקיות אותן היא מסדרת באקראי בטור.   5במשרד של דנה  (18
תיקיות הן כחולות. דנה רשמה שני פתקים ושמה כל פתק במקום   2-אדומות ו 

 אפשרויות למיקום(.  4אקראי בין התיקיות )לכל פתק יש 
 במקומות שונים? מה הסיכוי ששני הפתקים יהיו  .א
מה הסיכוי שבין שני הפתקים יש שתי תיקיות אדומות ואין תיקיות   .ב

 כחולות? 
 מה הסיכוי שבין שני הפתקים יש בדיוק תיקיה אחת?  .ג
 מה הסיכוי שבין שני הפתקים יש שתי תיקיות ואחת מהן כחולה?  .ד

 

 קלמרים שונים.   3-עטים אותם הוא מכניס באקראי ל 6לירון   (19
 באופן מקרי קלמר. לכל עט הוא בוחר  

 עטים?  2קלמרים שבכל קלמר בדיוק  2מה הסיכוי שיש בדיוק  .א
 עטים?  2מה הסיכוי שיש בדיוק קלמר אחד שבו בדיוק   .ב
 עטים?   2קלמרים שבכל אחד בדיוק  3מה הסיכוי שיש בדיוק  .ג

 

תאים שונים )תא יכול להכיל יותר מכדור   nכדורים שונים ב  nמסדרים   (20

) iאחד(. מה הסיכוי שבתא  )1 i n    יהיו בדיוקk  ?כדורים 

 

מתמודדים. רק בשלושת המקומות הראשונים   6בתחרות ריצה עלו לגמר   (21
 ות. נניח שכל המתמודדים מסיימים את התחרות.  זוכים במדלי

 כמה אפשרויות יש לסיים את התחרות?  .א
 יקבל מדליה?   6כמה אפשרויות יש לכך שמתמודד מספר  .ב
יקבל מדליה או שמתמודד    6כמה אפשרויות יש לכך שמתמודד מספר  .ג

 יקבל מדליית זהב?  2מספר 
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 פעמים.  kמטילים קובייה הוגנת   (22

 ?jמה הסיכוי שהתוצאה הכי גדולה שהתקבלה היא  .א

 ?i מה הסיכוי שהתוצאה הכי קטנה שהתקבלה היא  .ב

iעבור   .ג j,   מה הסיכוי שהתוצאה הכי גדולה היאj   וגם התוצאה הכי

 ?i  קטנה היא
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 :תשובות סופיות 
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 : במרחב מדגם אחיד – הסתברות מותנית

 :רקע

לעיתים אנו נדרשים לחשב הסתברות למאורע כלשהו כאשר ברשותנו אינפורמציה  
אשר  כהסתברות מותנית הינה סיכוי להתרחשות מאורע כלשהו  לגבי מאורע אחר.

 לא התרחש.  / ידוע שמאורע אחר התרחש

)   :כבר קרה B-בהינתן ש Aההסתברות של   )|P A B. 

)   כשמרחב המדגם אחיד: )|
A B

P A B
B


=. 

 

 :)פתרון בהקלטה(  דוגמה

 קובייה.  נטיל

 נגדיר:

A -  .התוצאה זוגית 

B - 3-התוצאה גדולה מ . 

)  :נרצה לחשב את )|P A B. 

 

 

 

1

פרק 8הסתברות מותנית-במרחב מדגם אחיד

33

33



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il         כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©   

 

 :שאלות

 ? 6-נבחרה ספרה זוגית באקראי. מה הסיכוי שהספרה גדולה מ (1
 

 יוסי הטיל קובייה.  (2
 אם ידוע שהתוצאה שהתקבלה זוגית? , 4מה הסיכוי שקיבל את התוצאה  

 

 נגדיר:צמד קוביות. הוטלו  (3
A -  7סכום התוצאות בשתי ההטלות הינו . 
B -   12מכפלת התוצאות . 

)  חשבו את )|P A B. 

 

 פעמיים.  הוטל  מטבע (4
 ידוע שהתקבל לכל היותר ראש אחד, מה הסיכוי שהתקבלו שני ראשים? 

 

 שהתוצאות זהות. והתקבל   הוטלו  זוג קוביות (5
 ? 5מה הסיכוי שלפחות אחת התוצאות 

 

 . 4והתקבל לפחות פעם אחת   הוטלו  זוג קוביות (6
 ? 5מה הסיכוי שאחת התוצאות 

 

 בן.   ואאחד ה , שמהם נבחרה משפחה בת שני ילדים (7
 מה ההסתברות שבמשפחה שני בנים בקרב הילדים?

 

 נתון שהילד האמצעי בן. ו  ,נבחרה משפחה בת שלושה ילדים (8
 שיש בנות בקרב הילדים?  מה הסיכוי

 

 ילדים מהכיתה.   4בנות. נבחרו  7- בנים ו 6בכיתה  (9
 מה הסיכוי שאלעד לא נבחר?  ,בנות 2-בנים ו  2אם ידוע שנבחרו 

 

 , ד זה באקראיצחמישה חברים יצאו לבית קולנוע והתיישבו זה ל  (10
 . ידוע שערן ודין התיישבו זה ליד זה.  9עד   5בכיסאות מספר 

 ? 7-ו  6רות שהם יושבים בכיסאות מספר מה ההסתב
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 :מרחב לא אחיד –הסתברות מותנית 

 :רקע

):  כבר קרה Bבהינתן שמאורע    ,יתרחשAהסיכוי שמאורע  )
( )

( )
|

P A B
P A B

P B


= . 

 זה הנשאל וזה הנתון שהתרחש. ,הסיכוי לחיתוך של שני המאורעות במונה:
 . במכנה: הסיכוי למאורע נתון שהתרחש

 

 :)פתרון בהקלטה(  דוגמה

 מהמשפחות הללו המכונית הישנה   30%- ו משפחות שיש להם שתי מכוניות. לר חבנ
 מתוצרת  מהמשפחות הללו המכונית החדשה יותר 60%יותר היא מתוצרת אירופה ואצל 

 מהמשפחות הללו שתי המכוניות הן מתוצרת אירופאית.  15% , בקרבאירופה. כמו כן
 אם המכונית הישנה של המשפחה היא אירופאית, מה ההסתברות 

 שגם החדשה אירופאית? 
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 :שאלות

 .מבחן בכלכלה ומבחן בסטטיסטיקה :תלמיד ניגש בסמסטר לשני מבחנים (1
 נגדיר את המאורעות הבאים:

A-  .לעבור את המבחן בסטטיסטיקה 
B-   .לעבור את המבחן בכלכלה 

הסיכוי לעבור את ,  0.8כמו כן נתון שהסיכוי לעבור את המבחן בכלכלה הנו 
.  0.75הסיכוי לעבור את שני המבחנים הנו  ו  0.9המבחן בסטטיסטיקה הנו  

 הסיכויים למאורעות הבאים: חשבו את 

 מה ההסתברות שהוא עבר בכלכלה?  ,תלמיד עבר בסטטיסטיקהה .א

 מה ההסתברות שהוא עבר בסטטיסטיקה?   ,התלמיד עבר בכלכלה .ב

 מה ההסתברות שהוא נכשל בסטטיסטיקה?   ,התלמיד עבר בכלכלה .ג

 מה ההסתברות שהוא נכשל בכלכלה?  , התלמיד נכשל בסטטיסטיקה .ד

 מה ההסתברות שהוא יעבור את שניהם? ,ן אחדהתלמיד עבר לפחות מבח .ה

 

מהתושבים הבוגרים    30%"סופט" ו"בל".   :במדינה שתי חברות טלפון סלולארי (2
מהתושבים הבוגרים רשומים אצל חברת   60% ,רשומים אצל חברת "בל"

 מהתושבים הבוגרים אין טלפון סלולארי כלל.   15%- לו"סופט"  

 אצל שתי החברות? איזה אחוז מהתושבים הבוגרים רשומים  .א

נבחר אדם שרשום אצל חברת "סופט", מה ההסתברות שהוא רשום גם   .ב
 אצל חברת "בל"? 

אם אדם לא רשום אצל חברת "בל", מה ההסתברות שהוא כן רשום   .ג
 בחברת "סופט"? 

אם אדם רשום אצל חברה אחת בלבד, מה ההסתברות שהוא רשום   .ד
 בחברת "סופט"? 

 

  60%יש סיכוי של  08:00קטן וחניון גדול. בשעה ן במכללה שני חניונים: חניו  (3
 שבחניון הקטן יש מקום וסיכוי   30%שבחניון הגדול יש מקום, סיכוי של 

 שבשני החניונים יש מקום.  20%של 

 רק בחניון הגדול של המכללה?  08:00מה ההסתברות שיש מקום בשעה  .א

שבחניון הגדול  , מה הסיכוי 08:00ידוע שבחניון הקטן יש מקום בשעה  .ב
 יש מקום? 

בחניון הגדול אין מקום, מה ההסתברות שבחניון   08:00אם בשעה   .ג
 הקטן יהיה מקום? 

, מה ההסתברות  08:00נתון שלפחות באחד מהחניונים יש מקום בשעה   .ד
 שבחניון הגדול יש מקום?

 
  

1

פרק 9הסתברות מותנית - מרחב לא אחיד

37

37



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                     ©כל הזכויות שמורות לברק קנדל                                    

 

מתוך  ו הם אקדמאיים,   20מתוך השכירים  .עצמאים 100-שכירים ו  200נלקחו   (4
 הם אקדמאיים.   30העצמאיים  

 בנו טבלת שכיחות משותפת לנתונים.  .א

 נבחר אדם אקראי מה ההסתברות שהוא שכיר?  .ב

 מה ההסתברות שהוא שכיר ולא אקדמאי?  .ג

 מה ההסתברות שהוא שכיר או אקדמאי?  .ד

 אם האדם שנבחר הוא עצמאי מהי ההסתברות שהוא אקדמאי?  .ה

 אדם שנבחר הוא לא אקדמאי, מה ההסתברות שהוא שכיר? האם  .ו

 

 :21חברה מסוימת פרסמה את הנתונים הבאים לגבי האזרחים מעל גיל  (5
מחזיקים כרטיס "ישראכרט",    52%מהאנשים מחזיקים כרטיס "ויזה",   40%
מחזיקים ויזה וגם ישראכרט,   15%מחזיקים כרטיס "אמריקן אקספרס",   20%

מחזיקים כרטיס ויזה וגם   7%- מחזיקים ישראכרט וגם אמריקן אקספרס ו 8%
 מחזיקים בשלושת הכרטיסים הנ"ל.  5%יקן אקספרס. כמו כן, אמר

 מה הסיכוי שאין לו ישראכרט?  ,אם לאדם יש ויזה .א

 מה הסיכוי שאין לו ישראכרט?  ,אם לאדם שני כרטיסי אשראי .ב

 אם לאדם לפחות כרטיס אחד, מה הסיכוי שאין לו ישראכרט?   .ג
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 :תשובות סופיות 
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לא   אקדמאי  
 סה"כ אקדמאי 

 200 180 20 שכיר

 100 70 30 עצמאי 

 300 250 50 סה"כ
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נוסחת בייס ונוסחת ההסתברות  –  דיאגרמת עצים
 :השלמה

 רקע:

כך שכל   ,נשתמש בשיטה זו כאשר יש תרגיל שבו התרחשות המאורעות היא בשלבים
 תוצאה של כל שלב תלויה בשלב הקודם, פרט לשלב הראשון: 

 

 דוגמה:

  70%מבין הבכירים   .זוטריםרים בכירים והיתר מוגדרים מוגד 10%בחברה מסוימת 
  ,נשרטט עץ שיתאר את הנתונים הם אקדמאים.  20%הם אקדמאים ומבין הזוטרים 

 השלב הראשון של העץ אינו מותנה בכלום ואילו השלב השני מותנה בשלב הראשון. 

 
 כדי לקבל את הסיכוי לענף  מסוים נכפיל את כל ההסתברויות על אותו ענף.

 נבחר אדם באקראי מאותה חברה. 

0.1  מה הסיכוי שהוא בכיר אקדמאי ? (1 0.7 0.07 =. 

0.9  מה הסיכוי שהוא זוטר לא אקדמאי ? (2 0.8 0.72 =. 
 

 הסיכויים של כל ענף  כדי לקבל את הסיכוי לכמה ענפים נחבר את
 (.רק אחרי שבתוך הענף הכפלנו את ההסתברויות)

0.1  מה הסיכוי שהוא אקדמאי ? (3 0.7 0.9 0.2 0.25 +  =. 

 נבחר אקדמאי מה ההסתברות שהוא עובד זוטר? (4
 מדובר כאן על שאלה בהסתברות מותנה ולכן נשתמש בעיקרון של הסתברות  

)  :מותנה )
0.9 0.2 0.18

| 0.72
0.25 0.25

P zutar academay


= = =.  

 

 בכיר זוטר

לא 
לא  אקדמאי אקדמאי אקדמאי

 אקדמאי

0.9 0.1 

0.8 

0.3 0.7 0.2 
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 :נוסחת ההסתברות השלמה
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 :שאלות

 . מוציאים באקראי סוכריה .לימון 3- סוכריות תות ו 4בשקית סוכריות  (1
 אם היא  ו  ,אם היא בטעם תות אוכלים אותה ומוציאם סוכריה נוספת

 מחזירים אותה לשקית ומוציאים סוכריה נוספת. בטעם לימון 

 מה ההסתברות שהסוכריה הראשונה שהוצאה בטעם תות והשנייה   .א
 בטעם לימון? 

 מה ההסתברות שהסוכריה  השנייה בטעם לימון?  .ב

 

בוגרים והיתר קשישים. לפי נתוני    50%הם ילדים,  30%ה מסוימת יבאוכלוסי (2
, הסיכוי  80%בשפעת במשך החורף הוא משרד הבריאות הסיכוי שילד יחלה 

והסיכוי שקשיש יחלה בשפעת    40%שמבוגר יחלה בשפעת במשך החורף הוא 
 . 70%במשך החורף הוא 

 איזה אחוז מהאוכלוסייה הינו קשישים שלא יחלו בשפעת במשך החורף? .א

 מה אחוז האנשים שיחלו בשפעת במשך החורף?  .ב

 ות שהוא קשיש? נבחר אדם שחלה במשך החורף בשפעת, מה ההסתבר .ג

 נבחר ילד, מה ההסתברות שהוא לא יחלה בשפעת במשך החורף?  .ד
 

  4-כדורים כחולים ו 6כדורים אדומים. בכד ב'   5-כדורים כחולים ו 5בכד א'   (3
כדורים אדומים. בוחרים באקראי כד, מוציאים ממנו כדור ומבלי להחזירו  

 מוציאים כדור נוסף. 

 ו בצבעים שונים? מה ההסתברות ששני הכדורים שיוצאו יהי .א

אם הכדורים שהוצאו הם בצבעים שונים, מה ההסתברות שהכדור השני  .ב
 שהוצא יהיה בצבע אדום?

 

 וער, בוגרים ופנסיונרים.  קבוצות גיל: נ 3חברת סלולר מסווגת את לקוחותיה לפי  (4
 מהלקוחות בוגרים והיתר פנסיונרים.   70%מהלקוחות בני נוער,   10%: נתון כי

  70%-פון, מתוך האוכלוסייה הבוגרת ל- מחזיקים בסמארט   90% מתוך בני הנוער
 פון. - מחזיקים בסמארט  30%פון ומתוך אוכלוסיית הפנסיונרים -יש סמארט

 פון? -איזה אחוז מלקוחות החברה הם בני נוער עם סמארט .א

 פון. מה ההסתברות שהוא פנסיונר? -נבחר לקוח אקראי ונתון שיש לו סמארט .ב

 פון, מה ההסתברות שהוא לא בן נוער? - סמארטאם ללקוח אין  .ג
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 כדי להתקבל למקום עבודה יש לעבור שלושה מבחנים. המבחנים הם בשלבים,   (5
 למבחן הבא אחריו. ן אפשרות לגשתבמבחן מסוים אי לאחר כישלוןכלומר 

 עוברים את המבחן    50% ,מתוכם מהמועמדים עוברים את המבחן הראשון.   70%
 עוברים את המבחן השלישי.   40%רים את המבחן השני  מבין אלה שעוב השני. 

 מה ההסתברות להתקבל לעבודה?  .א

 מועמד לא התקבל לעבודה. מה ההסתברות שהוא נכשל במבחן הראשון?  .ב

 מועמד לא התקבל לעבודה. מה ההסתברות שהוא עבר את המבחן השני?  .ג

 

 משרד הבריאות פרסם את הנתונים הבאים: (6
 חולים בשפעת בזמן החורף.   80%והנוער מתוך אוכלוסיית הילדים 

 חולים בשפעת בזמן החורף. 60%(  65עד גיל ) מתוך אוכלוסיית המבוגרים
 היתר קשישים.  הם מבוגרים.  50% מהתושבים הם ילדים ונוער.  30%

 מהאוכלוסייה תחלה בשפעת בחורף.  68%כמו כן נתון ש

 מה אחוז החולים בשפעת בקרב האוכלוסייה הקשישה?  .א

 ם שלא חלה בשפעת, מה ההסתברות שהוא לא קשיש? נבחר אד .ב

 

 .:  A, B, C, Dהאזורים 4-מ 1-דאר שנמצא על החוף צריך לקלוט אנייה הנמצאת בר (7
 , סיכוי זה פוחת  0.8הרדאר מזהה אותה בסיכוי   Aאם האנייה נמצאת באזור 

כמו כן נתון שבהסתברות חצי האנייה   ככל  שהאנייה מתקדמת באזור. 0.1-ב
 ,  0.2היא נמצאת בסיכוי   Bבאזור  , Cבאזור  0.3, בהסתברות  Dנמצאת באזור 

 .Aאחרת היא נמצאת באזור 
 מה הסיכוי שהאנייה תתגלה ע"י הרדאר?  .א
 ? Cמה ההסתברות שהיא נמצאת באזור אם האנייה התגלתה ע"י הרדאר,   .ב

 ? Bאם האנייה התגלתה ע"י הרדאר,  מה הסיכוי שהיא לא נמצאת באזור  .ג

 

   Bבמחלה  0.6בהסתברות של  ,Aבמחלה  0.4מופיע בהסתברות של   Xסימפטום (8
 מופיע אך ורק במחלות הללו, אדם    Xסימפטום  .Cבמחלה  0.5ובהסתברות של 

לקליניקה מגיעים  לא יכול לחלות ביותר ממחלה אחת מבין המחלות הללו.
והיתר   C במחלה B, 2%במחלה   A ,10%חולים במחלה  8%אנשים כדלקמן: 

   ,80%מתגלה בסיכוי של  X, סימפטום Aבריאים. כמו כן נתון שבמחלה 
 בכל מחלה.  90%הסימפטום מתגלה בסיכוי של    C ,Bבמחלות ו

 ? Xמה ההסתברות שאדם הגיע לקליניקה וגילו אצלו את סימפטום  .א

 ?A, מה ההסתברות שהוא חולה במחלה Xאצל אדם סימפטום  אם התגלה .ב

 ? A, מה ההסתברות שהוא חולה במחלה Xאם לאדם יש את סימפטום  .ג

 , מה ההסתברות שהוא בריא? Xאם לא גילו אצל אדם את סימפטום  .ד
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 שאלה מסוימת  לתשובה סטודנט ניגש למבחן אמריקאי. הסיכוי שהוא יודע  (9
בכל מקרה הוא עונה על  . אם הוא לא יודע את התשובה הוא מנחשו ,Pהוא 

 תשובות אפשריות.   kנתון שלשאלה יש  השאלה. 
 מה הסיכוי שהוא ידע אותה?  ,אם הסטודנט ענה נכון על השאלה

 

לשחק שלושה משחקים  אדם משחק נגד שני מתמודדים, רונית ודולב. האדם צריך   (10
 ויש לו לבחור איזה סדר משחקים עדיף לו:  

 דולב, רונית, דולב.  - 
 . רונית, דולב, רונית - 

אין תיקו(. האדם ינצח בטורניר רק אם ינצח בשני  )בכל משחק מישהו חייב לנצח
 נתון שדולב שחקן טוב יותר מאשר רונית.    משחקים ברציפות.

 איזו אפשרות עדיפה יותר על האדם כדי לנצח בטורניר?  
 

 

 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות 

א. (1
2

7
 ב.    .

23

49
. 

 . 0.2ד.   . 0.241ג.   .58%ב.    . 6%א.  (2

 . 0.5ב.   . 0.544א.  (3

 . 0.9722ג.   . 0.09375ב.    . 9%א.  (4

 . 0.2442ג.   . 0.3488ב.    . 0.14א.  (5

 . 0.8125ב.    . 70%א.  (6

 . 0.7543ג.   . 0.3158ב.    . 0.57א.  (7

 . 0.8778ד.   . 0.3137ג.   . 0.2889ב.   . 0.0886א.  (8

9) 
( )1 1

kp

p k+ −
. 

 .א' (10

1

פרק 10דיאגרמת עצים  -  נוסחת בייס ונ...

44

44



קורס השלמה במתמטיקה
פרק 11 - תלות ואי תלות בין מאורעות

תוכן העניינים

1. כללי י 45

44

44



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                     כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                         

 

 :תלות ואי תלות בין מאורעות

 רקע:

)אם מתקיים ש:   ) ( )|P B A P B=,   נגיד שמאורעB בלתי תלוי ב -A. 

)הדבר גורר גם ההפך:   ) ( )|P A B P A= ,גםכלומר ,  A אינו תלוי ב -B. 

)כשהמאורעות בלתי תלויים מתקיים ש:   ) ( ) ( )P A B P A P B = . 

):  הוכחה לכך ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )/

P A B
P A B P A P A B P A P B

P B


= =   = . 

נשתמש בנוסחאות של מאורעות בלתי תלויים רק אם נאמר במפורש שהמאורעות  
ההקשר אפשר להבין ללא צל של ספק שהמאורעות  בלתי תלויים בתרגיל או שמ

 בלתי תלויים. 
 

 למשל, 

  0.7חוקר מבצע שני ניסויים בלתי תלויים הסיכוי להצליח בניסוי הראשון הנו 
 . 0.4והסיכוי להצליח בניסוי השני הוא 

 א. מה הסיכוי להצליח בשני הניסויים יחדו? 

 כיוון שהמאורעות הללו בלתי תלויים :

 ( ) ( ) ( ) 0.7 0.4 0.28P A B P A P B =  =  = 

 ? ב. מה הסיכוי להיכשל בשני הניסויים

 באופן דומה :  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 0.7 1 0.4 0.18P A B P A P B =  = − − = 

 

 

 :מאורעות  nהרחבה: אי תלות בין 

n   1  מאורעות,..., nA A  :הם בלתי תלויים אם ורק אם  ( )
11

n n

i i
ii

P A P A
==

 
= 

 
. 
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 :שאלות

)  נתון: (1 ) ( ) ( )0.2 , 0.5 , 0.6P A P B P A B= =  =. 

 האם המאורעות הללו בלתי תלויים? 
 

 תלמיד ניגש לשני מבחנים שהצלחתם לא תלויה זו בזו.   (2
 . 0.4והשני   0.7הסיכוי שלו להצליח במבחן הראשון הוא 

 מה הסיכוי להצליח בשני המבחנים יחדו?  .א

 שניכשל בשני המבחנים? מה הסיכוי  .ב
 

 אבטלה, נבחרו באקראי שני אנשים מהמדינה.   8% יש  במדינה מסוימת (3

 מה ההסתברות ששניהם מובטלים?  .א

 מה ההסתברות שלפחות אחד מהם מובטל?  .ב

 

מוצר צריך לעבור בהצלחה ארבע בדיקות בלתי תלויות לפני שיווקו, אחרת   (4
 אחת מהבדיקות  הוא נפסל ולא יוצא לשוק. הסיכוי לעבור בהצלחה כל  

 הבדיקות.   4. בכל מקרה מבוצעות כל 0.8הוא  

 מה הסיכוי שהמוצר יפסל? .א

 מה ההסתברות שהמוצר יעבור בהצלחה לפחות בדיקה אחת?  .ב

 

 אבטלה, נבחרו באקראי חמישה אנשים מהמדינה.  8% יש  מדינה מסוימתב (5

 מה ההסתברות שכולם מובטלים במדגם?  .א

 מה ההסתברות שלפחות אחד מהם מובטל?  .ב

 

המוגדרים על אותו מרחב מדגם נתון ש:   B- ו Aעבור שני מאורעות   (6

( ) 0.9P A B =  ,( ) 0.3P A B =   ,( ) 0.6P A B =  . 

 מאורעות בלתי תלויים?  B- ו Aהאם  

 

)  :אםש חיהוכ  (7 ) ( )/ /P A B P B A=,   :אז( ) ( )P A P B=. 
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 ! ו אילו מהטענות הבאות נכונות. נמק  וקבע (8

) :אם .א ) ( ) ( )P A B P A P B = ,  .אזי המאורעות בלתי תלויים 

) :B  כלול במאורע Aמאורע   .ב ) ( )0 , 0 1P A P B  , לכן:  ( ) ( )/P A B P A. 

 מאורעות זרים שסיכוייהם חיובים לכן הם מאורעות תלויים.  B- ו A .ג

 מאורעות זרים.  B- ו Aמאורעות תלויים שסיכוייהם חיובים לכן   B- ו A  .ד

) .ה ) ( ) ( )1P A B P A P B = −  מאורעות זרים.   B-ו Aלכן   −

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות:

 . כן (1

 . 0.18ב.   . 0.28א.  (2

 . 0.1536ב.  . 0.0064א.  (3

 . 0.9984ב.  . 0.5904א.  (4

 . 0.3409ב.  .50.08א.  (5

 , הם תלויים. לא (6

 שאלת הוכחה.  (7

 . ה. נכון . ד. לא נכון  . ג. נכון . ב. לא נכון . א. לא נכון (8
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 : שאלות מסכמות בהסתברות

 :שאלות

 מהמשפחות הללו המכונית    30%- נלקחו משפחות שיש להם שתי מכוניות. ל (1
 מהמשפחות הללו המכונית   60%יותר היא מתוצרת אירופה ואצל   הישנה

 מהמשפחות הללו שתי המכוניות    15%מתוצרת אירופה. כמו כן  יותרהחדשה 
 אירופאית. הן מתוצרת  

מה ההסתברות שמשפחה אקראית בת שתי מכוניות תהיה ללא מכוניות   .א
 מתוצרת אירופה? 

 מה ההסתברות שלפחות מכונית אחת תהיה אירופאית?  .ב

 ידוע שלמשפחה יש מכונית אירופאית.   .ג
 מה ההסתברות שרק המכונית החדשה שלה היא מתוצרת אירופאית? 

, מה ההסתברות שגם  אם המכונית הישנה של המשפחה היא אירופאית  .ד
 החדשה אירופאית? 

 

במחלבה   40% ,מהחלב במרכולים מיוצר במחלבה א' 50%במדינת "שומקום"  (2
מתוצרת מחלבה א' מגיעה חמוצה למרכולים ואילו   3% ב' והיתר במחלבה ג'.

 .  10%במחלבה ב'  
 מהחלב חמוץ.  7.5%כמו כן ידוע שבמדינת "שומקום" בסך הכול 

 שמגיע למרכול ממחלבה ג' חמוץ? איזה אחוז מהחלב  .א

 ? 'אם נרכש חלב חמוץ במרכול. מה הסיכוי שהוא יוצר במחלבה ג  .ב

 ? 'ברכישת חלב נמצא שהוא אינו חמוץ. מה הסיכוי שהוא יוצר במחלבה א .ג

 " בלתי תלויים? '"יוצר במחלבה א-האם המאורעות: "חלב חמוץ" ו .ד
 

 ת בילוי:רוני ורונה יצאו לבלות במרכז בילוים עם מספר אפשרויו (3
 הם ייצאו לבית   0.5בהסתברות של  , הם ייצאו לבאולינג  0.3בהסתברות של 

 . (באולינג/קפה)הם יצאו לפחות לאחד מהם  0.7בהסתברות של  ו  קפה

 מה ההסתברות שהם יצאו רק לבאולינג?  .א

 לצאת לבית קפה" זרים? " -והאם המאורעות "לצאת לבאולינג"   .ב

 לצאת לבית קפה" תלויים? " -והאם המאורעות "לצאת לבאולינג"   .ג

מה ההסתברות שיום אחד הם יצאו רק לבאולינג וביום למחרת לא   .ד
 יצאו לאף אחד מהמקומות? 
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מהנבחנים בסטטיסטיקה עוברים את מועד א'. כל מי שלא עובר את מועד    70% (4
ה שנכשלים בשני  עוברים אותו. מבין אל 80%א' ניגש לעשות מועד ב', מתוכם  

 נרשמים לקורס מחדש, והיתר פורשים מהתואר.  50%המועדים  

 מה הסיכוי שסטודנט אקראי עבר את הקורס?  .א

 אם סטודנט אקראי עבר הקורס, מה הסיכוי שעבר במועד ב'?  .ב

 מה אחוז הסטודנטים שפורשים מהתואר?  .ג

סטודנטים אקראיים רונית וינאי, מה ההסתברות שרונית    2נבחרו  .ד
 עד א' ושינאי עבר במועד ב'? עברה במו

 

  10%הם גברים והיתר הן נשים. מבין הגברים  40%יה מסוימת יאוכלוס ב (5
 מהאוכלוסייה מובטלת.  13%מובטלים. בסך הכול  

 מה אחוז האבטלה בקרב הנשים?  .א

 נבחר אדם מובטל, מה ההסתברות שזו אישה?  .ב

 . נבחר גבר  -B , נבחר אדם מובטל  -A  נגדיר את המאורעות הבאים: .ג
 האם המאורעות הללו זרים? והאם הם בלתי תלויים?

 

מטבעות שבשני    3-מטבעות רגילים )ראש, זנב( ו 7מטבעות, מתוכם   10תיבה ב (6
 פעמיים. צדדיהם טבוע ראש. אדם בוחר באקראי מטבע ומטיל אותו 

 את ההטלה השנייה ראש.  B-בו  את ההטלה הראשונה ראש A-ב נסמן 

   . B-ו  Aחשבו את הסיכויים למאורעות  .א

 בלתי תלויים?  B-ו  Aהאם המאורע  .ב

ידוע שבהטלה הראשונה התקבל ראש, מה ההסתברות שהמטבע שהוטל   .ג
 מטבע הוגן?    הוא

 

הוא מפרסם מודעה באינטרנט ומודעה בעיתון.  ו רן מעוניין למכור את רכבו ע (7
יראו את המודעה באינטרנט,    30%מבין אלה שמעוניינים לרכוש רכב משומש 

   יראו את המודעה בלפחות אחת מהמדיות.  72%-ת המודעה בעיתון ויראו א  50%

 המודעות?   2יראו את  ש  ,מאלה שמעוניינים לרכוש רכב משומש ,מה אחוז האנשים .א

רנט, מה ההסתברות שהוא לא ראה  אם אדם ראה את המודעה באינט .ב
 המודעה בעיתון? את 

"לראות את  - האם המאורעות: "לראות את המודעה באינטרנט" ו .ג
 המודעה בעיתון" בלתי תלויים? 

, 0.7אדם שראה את המודעה באינטרנט בלבד יתקשר לערן בהסתברות של   .ד
  0.6אם הוא ראה את המודעה בעיתון בלבד הוא יתקשר לערן בהסתברות של  

 .  0.9ואם הוא ראה את שתי המודעות הוא יתקשר לערן בהסתברות של  

i. תקשר לערן? מה ההסתברות שאדם המעוניין לרכוש רכב משומש י 

ii.   אדם המעוניין לרכוש רכב משומש התקשר לערן. מה ההסתברות
 שהוא ראה את שתי המודעות? 
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 נתונה המערכת החשמלית הבאה: (8

 

 
 

  .p  כל יחידה עובדת באופן בלתי תלוי ובהסתברות

 . Bלנקודה  Aכדי שהמערכת תפעל צריך לעבור זרם מהנקודה  

)   :הוא שהסיכוי שהמערכת תפעלהוכיחו  )( )
2

2
1 2P P P P+ − −.     

 

 ליאת מעוניינת לתרגל לבחינה בהסתברות. היא מצאה באינטרנט מאגר   (9
מתוכן עוסקות במשתנה   6-ושאלות מבחינות. השאלות ממוספרות   25הכולל 

שאלות מהמאגר במטרה לפתור   7מקרי רציף. ליאת החליטה לבחור באקראי  
  אותן. כל שאלה שלא עוסקת במשתנה הרציף תיפתר על ידי מיכל בסיכוי 

 . 60%אך אם השאלה עוסקת במשתנה הרציף היא תיפתר בסיכוי של  ,90% של

 מה הסיכוי שהשאלות שנבחרו הן כולן ממוספרות בסדר עוקב?   .א

היא השאלה עם המספור המקסימלי מבין    20מה הסיכוי ששאלה   .ב
 השאלות שנבחרו? 

   .שאלות שעוסקות במשתנה הרציף והיתר לא 2ידוע שליאת בחרה   .ג
 מתוך השאלות שבחרה?   6ר מה הסיכוי שתצליח לפתו

 

)   ידוע ש: .C- ו A  ,B  :נתונים שלושה מאורעות  (10 ) 1P A B =  ,( ) 1P A C =.   

 תלויים. C-ו  Bשבה המאורעות  C- ו  A  ,B  :תנו דוגמא ספציפית למאורעות
 

 את הטענה הבאה:  (על ידי דוגמה נגדית)הוכיחו או הפריכו  (11

 בלתי תלויים.  B- ו Aאז    ,בלתי תלויים B-ו A אם

 

לנצח או  בכל משחק בודד יש אפשרותש , כךמשחקים משחק מזל פעמיים (12
0  :כאשר P בכל משחק הואלהפסיד. הסיכוי לנצח  1P .    

 נגדיר את המאורעות הבאים:
A -   המשחקים שונות זו מזו. תוצאות 
B - משחק הראשון היה ניצחון.  ה 

 מאורעות בלתי תלויים?  יהיו B-ו  Aעבורו , Pמה ערכו של 
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כלשהן   קוביות בצבעים שונים. בין שתי קוביות אקראיות Nטל מניח בשורה   (13
שהסיכוי שהקובייה הכחולה והאדומה יהיו בצדדים   הוכיחו מכחול.  ערן מניח

  :הוא  שונים של המכחול
( )

1

3 1

N

N

+

−
. 

 

) : באמצעות אינדוקציה את אי שוויון בול הוכיחו (14 )
11

n n

i i

ii

P A P A
==


 
 
 

. 
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 :תשובות סופיות 

 . 0.5ד.    . 0.6ג.   . 0.75ב.   . 0.25א.  (1

 . ד. תלויים  . 0.524ג.   . 0.267ב.  . 0.2א.  (2

 . 0.06ד.   . ג. תלויים  . ב. אינם זרים  . 0.2א.  (3

 .0.168ד.   . 0.03ג.   .0.255ב.   . 0.94א.  (4

 . ג. לא זרים ותלויים  .0.692ב.   . 15%א.  (5

 . 0.5384ג.   . ב. תלויים  . 0.65א.  (6

 . ג. תלויים  .0.733ב.   . 8%א.  (7

 . ii .0.15 ד. . i  .0.478ד.

 . הוכחהשאלת  (8

א.  (9
19

480,700
ב.  .

27,132

480,700
 . 0.4015ג.   .

 . ראו סרטון (10

 . הוכחהשאלת  (11

12) 
1

2
. 

 . הוכחהשאלת  (13

 . הוכחהשאלת  (14
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 13 - המשתנה המקרי הבדיד - פונקציית ההסתברות
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 : פונקציית ההסתברות –המשתנה המקרי הבדיד 

 :רקע

 משתנה מקרי בדיד:  

נו משתנה היכול לקבל כמה ערכים בודדים בהסתברויות  יה משתנה מקרי בדיד 
 שונות. 

 מתארים את המשתנה המקרי על ידי פונקציית הסתברות. 

 

 :  ית הסתברותיפונקצ

 המשתנה את ההסתברות שלה. פונקציה המתאימה לכל ערך אפשרי של 
 . 1סכום ההסתברויות על פונקציית ההסתברות חייב להיות 

 

 :)פתרון בהקלטה(  דוגמה

 יש רולטה כמתואר בשרטוט: בקזינו  

 

 

 

 

 . וזוכה בסכום הרשום על הרולטה בש"חאדם מסובב את הרולטה 
 . ת ההסתברות של סכום הזכייה במשחק בודדי בנו את פונקצי
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 :שאלות

 א: ישביישוב מסוים התפלגות מספר המכוניות למשפחה ה ידוע  (1
 משפחות אינן מחזיקות במכונית.  50
 משפחות עם מכונית אחת.  70
 מכוניות. 2משפחות עם   60
 מכוניות . 3משפחות עם   20

להיות מספר המכוניות של   Xבוחרים באקראי משפחה מהיישוב, נגדיר את 
 . Xהמשפחה שנבחרה. בנו את פונקציית ההסתברות של 

 

 יוצרים קוד דו תווי.   A, B  , C  : מהאותיות (2

 כמה קודים  ניתן ליצור?  .א

 . רשמו את כל הקודים האפשריים .ב

 מופיעה בקוד.   Bלהיות מספר הפעמים שהאות   Xנגדיר את  .ג
 .Xבנו את פונקציית ההסתברות של 

 

 מבחן בכלכלה ומבחן בסטטיסטיקה. :תלמיד ניגש בסמסטר לשני מבחנים (3
הסיכוי לעבור את   ,0.8נתון שהסיכוי לעבור את המבחן בכלכלה הנו  ,כמו כן

 . 0.75הסיכוי לעבור את שני המבחנים הנו ו   0.9המבחן בסטטיסטיקה הנו  
 .Xית ההסתברות של  יאת פונקצ   ומספר המבחנים שהסטודנט עבר. בנ Xיהי 

 

הוא   . אדם משחק את המשחק עד אשר 0.3הסיכוי לזכות במשחק מסוים הינו  (4
 פעמים.   4- מנצח אך בכל מקרה הוא לא משחק את המשחק יותר מ

 להיות מספר הפעמים שהוא שיחק את המשחק.    Xנגדיר את 
 .X ית ההסתברות של יאת פונקצ   ובנ

 

שפרויקט א'  פרויקטים במקביל. הסיכוי   3חברה לניהול פרויקטים מנהלת  (5
הסיכוי שפרויקט ג' , ו 0.8הסיכוי שפרויקט ב' יצליח הינו   ,0.7יצליח הינו 
 X. נתון שהצלחת כל פרויקט בלתי תלויה זו בזו. נגדיר את  0.9יצליח הינו 

 . Xית ההסתברות של יאת פונקצ ולהיות מספר הפרויקטים שיצליחו. בנ 

 

)  להלן פונקציית הסתברות של משתנה מקרי כלשהו: (6 ) , 1,2...4
k

P X k k
A

= = =. 

 .A  את ערכו של ומצא
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 בנות.    3-בנים ו 5מתוכם  ,ילדים  8בגן ילדים  (7
 ילדים להשתתף בהצגה.    3בוחרים באקראי  

 כמספר הבנים שנבחרו להצגה.   X נגדיר את
 .X בנו את פונקציית ההסתברות של 

 

 בסקר שנערך בדקו בקרב אנשים האם הם צופים במהדורת החדשות של (8
 להלן הנתונים: . 1,2,10ערוצים 

 . 2צופים בערוץ   20%
 . 1צופים בערוץ  8%

 . 10צופים בערוץ   10%
 צופים בשלושת המהדורות גם יחד.  1%כמו כן נתון ש 

 צופים בשתי המהדורות מתוך השלושה.  10%
המהדורות המדוברות שאדם   3להיות מספר המהדורות מבין   Xנגדיר את 

 . Xאקראי צופה. בנו את פונקציות ההסתברות של 
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 :תשובות סופיות 

 להלן טבלה:   (1

X 0 1 2 3 

( )P X 0.25 0.35 0.3 0.1 

 

 להלן טבלה:   (2

X 0 1 2 

( )P X 
4

9
  

4

9
  

1

9
  

 

 טבלה:  להלן (3
X 0 1 2 

( )P X 0.05   0.20 0.75 

 

 טבלה:  להלן (4
X 1 2 3 4 

( )P X 0.3 0.21 0.147 0.343 

 

 טבלה:  להלן (5

X 0 1 2 3 

( )P X 0.006 0.092 0.398 0.504 

 

6) 10 . 

 

 להלן טבלה:  (7

X 1 2 3 4 

( )P X 
1

56
  

15

56
  

30

56
  

10

56
  

 

 להלן טבלה:  (8

X 1 2 3 4 

( )P X 0.74 0.15 0.1 0.01 
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 : תוחלת, שונות וסטיית תקן –המשתנה המקרי הבדיד 

 רקע:

 : תוחלת

ממוצע של פונקציית ההסתברות, אם נבצע את התהליך אינסוף פעמים כמה  
   בממוצע נקבל. התוחלת היא צפי של המשתנה המקרי.

)מגדירים תוחלת באופן הבא:   ) ( )i i

i

E X x P x = =. 

 ת:שונו

נותן אינדיקציה על הפיזור והסיכון של    –תוחלת ריבועי הסטיות מהתוחלת 
 פונקציית ההסתברות.  

)מגדירים שונות באופן הבא:  ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

i i i i

i i

V X x P x x P x  = − = − = . 

 : סטיית תקן

STDמסמנים:   הפיזור הממוצע הצפוי סביב התוחלת.  –שורש של השונות  =. 
 

 דוגמה:

 אדם מסובב את הרולטה וזוכה בקזינו רולטה כמוראה בשרטוט. 
 ₪. הסתברות לקבלת הסכומים השונים: -בסכום הרשום על הרולטה ב

 

 

 

 

 

) כדי לחשב את סטיית התקן נוציא שורש לשונות: ) 68.75 8.29x V X = = =. 

 

 

 

X 10 20 30 

( )P X 0.25 0.25 0.5 

2

2 2 2 2

( ) 10 0.25 20 0.25 30 0.5 22.5

( ) ( ) ( )

(10 22.5) 0.25 (20 22.5) 0.25 (30 22.5) 0.5 68.75

i i

i

E X

V X x P x







=  +  +  = =

= − =

= −  + −  + −  = =
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 שאלות:

 משחק במשחק מזל. אדם  (1
 להיות סכום הזכייה.  Xנגדיר את 

 :  Xית ההסתברות שלילהלן פונקצ 
 

 

 

 ? X השונות וסטית התקן של התוחלת,מהי  
 

בנק פועלים ובנק לאומי. מתוך האוכלוסייה   :בישוב מסוים שני סניפי בנק (2
חשבון בנק בסניף    40%-ל ,חשבון בנק בסניף הפועלים  50%-ל  ,הבוגרת בישוב

 . באף אחד מהסניפים מהתושבים הבוגרים אין חשבון  20%-לו  לאומי
 חשבון.   בהם מס' סניפי הבנק שלבוגר בישוב יש X יהי

)  :את וחשב )E X. 

 

מהמשפחות יש חיבור לווייני בביתם. בסקר אדם מחפש לראיין   20%- ידוע של (3
משפחה המחוברת ללוויין. הוא מטלפן באקראי למשפחה וממשיך עד אשר 

 וקר לא יתקשר ליותרהוא מגיע למשפחה המחוברת ללוויין. בכל מקרה הס
 להיות מספר המשפחות שאליהן האדם יתקשר. X נגדיר אתמשפחות.  5-מ

 .X ת פונקציית ההסתברות של בנו א .א

    X.תקן שלה חשבו את התוחלת וסטיית  .ב
 

מפתחות אשר רק אחד מתאים לדלת של ביתו.    5לאדם צרור מפתחות. בצרור  (4
האדם מנסה את המפתחות באופן מקרי. לאחר שניסה מפתח מסוים הוא  

 שתמש בו שוב. ילא  שמוציא אותו מהצרור כדי 
 הניסיונות עד שהדלת תפתח.את מספר  X-נסמן ב

 .X ת ההסתברות של י את פונקצי  ובנ .א

 . Xאת התוחלת והשונות של וחשב .ב
 

 

 

 

 

 

X  30 - 0 20 40 

( )P X  0.4 0.1 0.3 0.2 
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  :Xנתונה פונקציית ההסתברות של המשתנה המקרי  (5
 

X  2 4 6 8 

( )E X   0.3  0.2 

 

)כמו כן נתון ש:   ) 4.2E X =. 

 מצאו את ההסתברויות החסרות בטבלה.  .א

)חשבו את:   .ב )V X. 

 

 .  5-ו  5-0משתנה מקרי בדיד מקבל את הערכים  (6
 . 10ושהשונות היא  0נתון שהתוחלת של המשתנה  

 ת ההסתברות. ימצא את פונקצי 
 

 : להלן ההתפלגות של משתנה מקרי (7
 

P  X  

1

4
  1 

1

2
  3 

1

4
  K  

 

 ? X מהו הערך  שייתן ערך מינימלי לשונות של
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 :תשובות סופיות 

 . 796שונות: ,  2 תוחלת: (1

2) 0.9 . 

 . 1.603, סטיית תקן:  3.36ב. תוחלת:   א. ראו סרטון.   (3

 . 2, שונות:   3ב. תוחלת:     טבלה:  וראא.  (4

X  1 2 3 4 5 

( )P X  0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 

 . 5.16ב.        טבלה:  וראא.  (5

X  2 4 6 8 

( )P X  0.4 0.3 0.1 0.2 

 טבלה:  ורא (6

X  5- 0 5 

( )P X  0.2 0.6 0.2 

7) 2.33 . 
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 : טרנספורמציה לינארית – המשתנה המקרי הבדיד 

 רקע:

ספה של  או הו/ו  מצב שבו מבצעים הכפלה של קבועא  יטרנספורמציה לינארית ה
 .כולל גם חלוקה של קבוע והחסרה של קבוע( קבוע על המשתנה המקורי )

 
כאשר   Xמיוצג ע"י משתנה אקראי    Yמשתנה אקראי  אםבניסוח מתמטי נאמר כי  

,a b :הם קבועים כלשהם  Y aX b=  מתקיימים:  אזי, +

1) ( ) ( )E Y aE X b= +. 

2) ( ) ( )2V Y a V X= . 

3) 
Y xa =. 

                                        

 שלבי העבודה: 

 שינוי קבוע לכל התצפיות(. שמדובר בטרנספורמציה ליניארית ) נזהה  (1

 נרשום את כלל הטרנספורמציה לפי נתוני השאלה. (2

 .b- ו a  נפשט את הכלל ונזהה את ערכי (3

 נציב בנוסחאות שלעיל בהתאם למדדים שנשאלים. (4
 

 הרולטה:  –  דוגמה

 . ₪15ה נתון שעלות השתתפות במשחק בהמשך לנתוני שאלת הרולט 
 ? י התוחלת והשונות של הרווח במשחקמה

 

 :בהקלטה(פתרון )

)   :חישבנו קודם ש ) ( ) 222.5   ,  68.75E X V X = = = =. 
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 :שאלות

אותו  נניח שכל קורס שסטודנט מסיים מזכה  קורסים הסמסטר.  5-סטודנט ניגש ל (1
שיצבור  את התוחלת והשונות של סך הנקודות  ונקודות אקדמאיות. חשב 4-ב

 . 2שונות עם  3.5הסטודנט כאשר נתון שתוחלת מספר הקורסים שיסיים היא  

 

הוחלט להכפיל את   .3עם שונות  10 ה תוחלת סכום הזכייה במשחק מזל הינ (2
 .  12שחק. עלות השתתפות במשחק הינה סכום הזכייה במ

 מה התוחלת ומהי השונות של הרווח במשחק? 
 

למשתנה    2. הוחלט להוסיף 5וסטית התקן   10משתנה מקרי הינה  תוחלת של   (3
 מהי התוחלת ומהי סטיית התקן לאחר השינוי?   .10%-עלות אותו בהולאחר מכן ל 

 

4) X ינו משתנה מקרי. כמו כן נתון שה -( ) 4E X )- ו = ) 3V X =. 

Y 7:  עבורו ,הינו משתנה מקרי חדשY X= )את:   וחשב .− )E Y ו-( )V Y. 

 

להלן התביעות האפשריות   .₪ 100,000רכב השווי   ;רכבודם החליט לבטח את א (5
 תהיה תביעה טוטאלוסט )כל שווי הרכב(. 0.001בהסתברות של  והסתברותן:

 תהיה תביעה בשווי מחצית משווי הרכב.  0.02בהסתברות של 
 תהיה תביעה בשווי רבע משווי הרכב.  5%בהסתברות של 

 החברה מאפשרת תביעה אחת בשנה.   בכלל.אחרת אין תביעה  
   .₪ באלפי  ,את גובה התביעה השנתית X-בנסמן 

 .X ת ההסתברות של י בנו את פונקצי .א

 חשבו את התוחלת והשונות של גובה התביעה. .ב

 . ₪ 4,000פרמיית הביטוח היא  .ג
 הנ"ל? מהי התוחלת ומהי השונות של רווח חברת הביטוח לביטוח הרכב 

 

 שאלות.   10מספר התשובות הנכונות במבחן בו  Xיהי  (6
 נתונה בטבלה הבאה: X פונקציית ההסתברות של 

 
  

  

 . 7.35נתון שצפי מספר התשובות הנכונות בבחינה הוא  ,כמו כן

 השלימו את פונקציית ההסתברות.  .א

 חשבו את השונות מספר התשובות הנכונות בבחינה. .ב

 הציון בבחינה מחושב באופן הבא:   .ג
ה, מופחתת נקודה.  נקודות. לכל שאלה שגוי  10- מזכה בכל שאלה נכונה 

 מהי התוחלת ומה השונות של הציון בבחינה?  

X 5 6 7 8 9 10 

( )P X 0.1 0.2 0.2 0.3   

1
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)   ת הסתברות של משתנה מקרי כלשהו:יהלן פונקציל (7 ) , 1,2...4
k

P X k k
A

= = =. 

 .Aמצא את ערכו של   .א

 חשב את התוחלת והשונות של המשתנה הנחקר.  .ב

)   :חשב את .ג )3E X. 

4   חשב את התוחלת והשונות של המשתנה הבא: .ד
2

X
−. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 :תשובות סופיות 

 . 32שונות:   , 14תוחלת:  (1

 .12שונות:  ,8תוחלת:  (2

 . 5.5סטיית תקן:  ,13.2תוחלת:  (3

 . 3שונות:  ,3תוחלת:  (4

  . 285,727.5שונות:  ,2350ב. תוחלת:    א. להלן טבלה:   (5

 

 

 

 .  285,727.5שונות:  , 1650ג. תוחלת: 

)ב.  (6 ) 1.8275V X =. 

)ב.  .=10Aא.  (7 ) ( )3 , 1E X V X= )ג.  .= ) ( )3 335.4 , 616.84E X V X= =. 

).ד ) ( )2.5 , 0.25E Y V Y= − =. 

X 100 50 25 0 

( )P X 0.001 0.02 0.05 0.929 

1
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 : תוחלת ושונות של סכום משתנים מקריים

 :רקע

 :אם
2 1

,......., ,
n

X X X    :משתנים מקרים אזי 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
...... ......

n n
E T E X X X E X E X E X= + + + = + + +. 

  :אם
2 1

,......., ,
n

X X X   בזוגות, אזי: בלתי תלויים משתנים מקריים 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
...... ......

n n
V T V X X X V X V X V X= + + + = + + +. 

 

 דוגמה:

משחקי מזל בלתי תלויים. תוחלת סכות הזכייה של המשחק  אדם משחק בשני 
    2-. תוחלת סכום הזכייה של המשחק השני היא3עם סטיית תקן  7הראשון היא  

 .  4עם סטיית תקן  
 הכולל של שני המשחקים יחד?  מה התוחלת ומהי השונות של סכום הזכייה

  

1
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 :שאלות

 . 10ושונות    5הרווח ממניה א' הוא עם תוחלת של  (1
 ושונות.    4הרווח ממניה ב' הוא עם תוחלת של 

 ידוע שההשקעות של שתי המניות בלתי תלויות זו בזו. 
 מה התוחלת והשונות של הרווח הכולל מהשקעה בשתי המניות יחד? 

 

2) X ו-Y  הם משתנים בלתי תלויים, סטיית התקן שלX  3היא  . 
 ? Y +Xשל  . מהי סטיית התקן 4היא   Yסטיית התקן של 

       

 אדם משחק בשני משחקי מזל בלתי תלויים זה בזה: (3
X - ה במשחק הראשון.  יסכום הזכי 
Y -  .סכום הזכייה במשחק השני 

 נתון: 

( ) ( )

( ) ( )

3   ,   10

4   ,   12

X E x

Y E y





= =

= =
.  

 
 מהי התוחלת ומהי סטיית התקן של סכום הזכייה בשני המשחקים? 

 

 .  ₪ 20-כך גם בו רבע  ₪  10- ב ,הוא חצי ₪  30 -ברולטה הסיכוי לזכות ב  (4
 פעמים?   4הכולל לאדם המשחק ברולטה מה היא התוחלת והשונות של סכום הזכייה  

 

 נתון משתנה מקרי בעל פונקציית ההסתברות הבאה:   (5

( )2,3,4,5 ,
1

0

A
K P X K

K

ת אחר

= = =
−. 

 .A  את ערכו של ומצא

 . X את התוחלת והשונות של וחשב .א

 משתנים מקריים בלתי תלויים מההתפלגות הנ"ל.   n נלקחו .ב
 והשונות של סכום המשתנים.    את תוחלת nבטאו באמצעות  

 

  

1
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 :תשובות סופיות 

 .15נות: , שו9תוחלת:  (1

2) 5. 

 .5  נות:, שו22תוחלת:  (3

 . 275, שונות:  90 תוחלת: (4

א.  (5
12

0.48
25

A =     . 1.1136, שונות:  2.92תוחלת:ב.  . =

 . n 1.1136, שונות: 2.92ג. תוחלת: 
 

                                             
 
 

1
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 :התפלגות בינומית  –התפלגויות בדידות מיוחדות 

 :רקע

 נגדיר את המושג ניסוי ברנולי: 
 . ניסוי ברנולי הנו ניסוי שיש לו שתי תוצאות אפשריות: "הצלחה" ו"כישלון"

 עץ או פלי בהטלת מטבע וכדומה.  , אדם עובד או מובטל ,מוצר פגום או תקין למשל

 פעמים באופן בלתי תלוי זה בזה.  n  בהתפלגות בינומית חוזרים על אותו ניסוי ברנולי

את הסיכוי   P- נסמן ב  בסך הכול.  להיות מספר ההצלחות שהתקבלו Xמגדירים את  
 את הסיכוי לכישלון בניסוי בודד.  Q-וב  ,להצלחה בניסוי בודד

) ואז נגיד ש: ),X B n p. 

 : Xפונקציית ההסתברות של  

)לכל   ) ( )1 0,1,2,....,
n kkn

P X K p p k n
k

− 
= = − = 

 
  

כאשר:
( )

( ) ( )
!

; ! 1 2 .... 1 ; 0! 1
! !

n n
n n n n

k k n k

 
= =  −  −   = 

− 
   

לגודל:
n

k

 
 
 

 ניתן לחשב באמצעות המחשבון.  

)   תוחלת: )E X np= 

)  שונות: )V X npq= 

 

 כדי לזהות שמדובר בהתפלגות בינומית צריכים להתקיים כל התנאים הבאים:  ,שימו לב

 זה בזה.  בלתי תלויבאופן  אותו ניסוי ברנוליחוזרים על  (1

 פעמים. nוזרים על הניסוי  ח (2

3) X –   בסך הכול. כמספר ההצלחות המתקבלותמוגדר 
 

 :)פתרון בהקלטה( דוגמה 

 מהתושבים יש רישיון נהיגה.   80%-במדינה מסוימת ל 
 תושבים אקראיים מהמדינה.  10נבחרו 

 מהם יש רישיון נהיגה? 9-מה ההסתברות שבדיוק ל .א

 מהם יש רישיון נהיגה?  9-מה ההסתברות שלפחות ל .ב

 שנדגמו  מהי התוחלת ומהי סטיית התקן של מספר התושבים .ג
 ושיש להם רישיון נהיגה?

1
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 :שאלות

אנשים באקראי מאותה   5מהאוכלוסייה מובטלת. נבחרו   10%במדינה  (1
 להיות מספר המובטלים שהתקבלו במדגם.  Xה. נגדיר את  יאוכלוסי 

 ?Xמהי ההתפלגות של  .א

 מה ההסתברות שיהיה בדיוק מובטל אחד?  .ב

 במדגם? מה ההסתברות שכולם יעבדו  .ג

 מה ההסתברות ששלושה יעבדו במדגם?  .ד

 מה ההסתברות שלפחות אחד יהיה מובטל?  .ה

 מה תוחלת ומהי השונות של מספר המובטלים במדגם?  .ו

 

  10מהאוכלוסייה יש סמארטפון. נבחרו   70%-על פי נתוני משרד התקשורת ל  (2
 ם סמארטפון. כמספר האנשים שנדגמו ע Xאנשים באקראי. נגדיר את 

 ? הסבירו. Xמהי ההתפלגות של  .א

 פון? - אנשים יש סמארט   8-מה ההסתברות שבמדגם ל .ב

 פון? -יהיו סמארט   9-מה ההסתברות שבמדגם לפחות ל .ג

מה התוחלת ומה סטיית התקן של מספר האנשים שנדגמו ולהם   .ד
 פון? - סמארט

 

ו סוג. משחק במכונת מזל כזו  מכונות מזל מאות  6בבית הימורים יש שורה של  (3
  0.1בכל אחת מהמכונות היא   ₪  20- . ההסתברות לזכות ב₪ 5 עולה

בכל מכונה. מהמר נכנס לבית  0.9וההסתברות להפסיד את ההשקעה היא 
 המכונות.  6- לכל אחת מ ₪ 5ומכניס   ההימורים

 מה ההסתברות שיפסיד בכל המכונות?  .א

 מכונות? מה ההסתברות שיזכה בדיוק בשתי  .ב

 שהשקיע?  ₪ 30-מה ההסתברות שיזכה ביותר כסף מה .ג

מהן התוחלת וסטיית התקן של הרווח נטו של המהמר )הזכיות בניכוי   .ד
 ההשקעה(? 

 

 היא כזו: 30במדינה מסוימת התפלגות ההשכלה בקרב האוכלוסייה מעל גיל  (4

 

 

 . 30אנשים אקראיים מעל גיל  20נבחרו 

 מהם אקדמאים?  5-מה ההסתברות ש  .א

 מה התוחלת של מס' בעלי ההשכלה הנמוכה?  .ב
 

 ומעלה IIתואר  Iתואר  תיכונית  נמוכה השכלה 
 0.1 0.2 0.6 0.1 פרופורציה 

1
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מהסטודנטים גרים בת"א. מבין הסטודנטים שגרים    20%במכללה מסוימת  (5
מגיעים   50%ומבין הסטודנטים שלא גרים בת"א  ,מגיעים ברכבם 30%בת"א 

 ברכבם למכללה.  

השומר בשער המכללה בודק לכל סטודנט את תיקו בהיכנסו למכללה.   .א
מתוכם   1סטודנטים שנבדקו ע"י השומר רק   5מה ההסתברות שבקרב  

 הגיע למכללה ברכבו? 

  5-בהמשך לסעיף הקודם מה ההסתברות שרוב הסטודנטים בקרב ה  .ב
 למכללה ברכבם?   הגיעו

 

  שאלות. סטודנט ניגש למבחן והסיכוי שהוא יודע שאלה 20במבחן אמריקאי  (6
 אם הוא לא יודע הוא מנחש את התשובה.   .0.8א וה  כלשהי 

 תשובות אפשריות שרק אחת מהן נכונה.  4לכל שאלה 

 מה הסיכוי לענות על שאלה מסוימת נכון?  .א

 שאלות?  16מה הסיכוי שיענה נכונה על בדיוק  .ב

נקודות, על כל שאלה ששגה   5כל שאלה שענה נכון התלמיד מקבל  על .ג
 מופחתת נקודה, מה התוחלת ומהי השונות של ציון התלמיד? 

 

  10מקו היצור פגום. המוצרים נארזים בתוך קופסת קרטון. בכל קופסא   5% (7
 קופסאות.  20מוצרים שונים. הקופסאות נארזות בתוך מכולה. בכל מכולה 

 ופסא אקראית לפחות מוצר פגום אחד? מה ההסתברות שבק .א

מה התוחלת ומהי סטיית התקן של מספר הקופסאות במכולה בהן   .ב
 לפחות מוצר פגום אחד?  

 

 מספר הפעמים שהתקבל עץ. כ Xנגדיר את   פעמים. 5  מוטל מטבע הוגן (8

)  : חשבו את )2E X . 

 

 

  

1
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 :תשובות סופיות 

)א. (1 )5, 0.1X B n p=  0.59049ג.   0.32805ב.  =

 . 0.45שונות:  ,0.5ו. תוחלת:   .0.40954ה.  . 0.0729ד. 

 . 1.449סטיית תקן:   ,7ד. תוחלת:  . 0.1493ג.  . 0.2335ב.  (2

 . 0.1143ג.  . 0.0984ב.  . 0.5314א.  (3

 . 14.697סטיית תקן:  , -18: ד. תוחלת

 . 2ב.  . 0.1789א.  (4

 . 0.4253ב.  . 0.1956א.  (5

 . 91.8שונות:  , 82ג. תוחלת:  .0.182ב.   . 0.85א.  (6

 . 2.193סטיית תקן:    ,8.025ב. תוחלת:  . 0.401א.  (7

8) 7.5 . 

1
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 :התפלגות פואסונית  – תפלגויות בדידות מיוחדותה

 :רקע

 התפלגות פואסונית היא התפלגות שמאפיינת את מספר האירועים שמתרחשים  
   ביחידת זמן.

- .הפרמטר מייצג את קצב האירועים   פרמטר המאפיין את ההתפלגות הנ"ל 

)   :בממוצע קורים ביחידת זמןאירועים כלומר, כמה  .ביחידת זמן )X pois . 

 התפלגות פואסונית חייבת להופיע כנתון בשאלה ולכן לא יהיה צורך לזהותה. 
 

 פונקציית ההסתברות של ההתפלגות הפואסונית נתונה: 

( )    ,   0,1,2,...
!

Ke
P X K K

K

 − 
= = = . 

 
 התוחלת והשונות של ההתפלגות:

( ) ( )E X V X = =.  

 
 תכונות מיוחדות של ההתפלגות:

 פורציונלי לאינטרוול הזמן שעליו דנים. ורפ בהתפלגות הזו הפרמטר   •

 אינטרוולי זמן לא חופפים בלתי תלויים זה בזה.  •

 

 :)פתרון בהקלטה(  דוגמה

 פניות לדקה.   5במוקד טלפוני מתקבלות פניות בקצב של  
 מספר הפניות בדקה מתפלג פואסונית. 

 ? 1מה ההסתברות שבדקה כלשהי תתקבל פניה  .א
 פניות?   12מה ההסתברות שבשתי דקות יגיעו  .ב
 ובשתי דקות שלאחר    1מה ההסתברות שבדקה אחת תגיע פניה  .ג

 פניות?  12מכן 
 הפניות בדקה? מה התוחלת וסטיית התקן של מספר   .ד

 

 
 

 

 

1

פרק 18התפלגויות בדידות מיוחדות- התפל...

71

71



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                      קנדל© כל הזכויות שמורות לברק                                        

 

 :שאלות

 פניות לדקה.   5במוקד טלפוני מתקבלות פניות בקצב של   (1
 מספר הפניות בדקה מתפלג פואסונית. 

 ? 1מה ההסתברות שבדקה תתקבל פניה   .א

 ? 1מה ההסתברות שבדקה תתקבל לפחות פניה   .ב

 פניות?  2מה ההסתברות שבדקה יתקבלו לכל היותר  .ג

 מה שונות מספר הפניות בדקה?   .ד
 

טעויות לעמוד.   4  מספר הטעויות לעמוד בעיתון מתפלג פואסונית עם ממוצע של (2
 עמודים.  5של עיתון ישנם בחלק מסוים 

 טעויות? 18בדיוק  ישנן מה ההסתברות שבחלק זה .א

אם בעמוד הראשון אין טעויות, מה ההסתברות שבסך הכול בכול החלק   .ב
 טעויות?  15ישנן 

  5-יות, מה ההסתברות שטעו 18אם בחלק של העיתון נמצאו בסך הכול  .ג
 הראשון?  מהן בעמוד

 

ג פואסונית עם סטיית  מספר תאונות הדרכים הקטלניות במדינת ישראל מתפל (3
 תאונות לשבוע.  2תקן של 

 מה תוחלת מספר התאונות בשבוע?  .א

בדיוק   שבועות( יהיה  4שבחודש יש  וח ימהי ההסתברות שבחודש )הנ  .ב
 תאונות דרכים קטלניות?   3שבוע אחד בו יהיו 

 

עם  השכונתית מספר הלקוחות שנכנסים מתפלג פואסונית   AM:PMלחנות  (4
 לדקה. לקוחות   2ממוצע של 

 לקוחות?  3מה ההסתברות שבדקה כלשהי יהיו בדיוק   .א

 מה ההסתברות שבדקה כלשהי יגיח לפחות לקוח אחד?  .ב

 ל היותר שני לקוחות? מה ההסתברות שבדקה כלשהי יהיו לכ  .ג

 מהי התוחלת ומה סטיית התקן של מספר הלקוחות שנכנסים לחנות בדקה?  .ד
 

 לידות ביום. 8מספר הלידות בבית חולים מתפלג פואסונית עם תוחלת של   (5

 תינוקות?   7תינוקות וביום ב' נולדו   10מה ההסתברות שביום א' נולדו  .א

ההסתברות שבמשמרת שלה  שעות. מה   8מיילדת עובדת במשמרות של  .ב
 תינוקות?  3נולדו  

 מהי התוחלת של מספר הימים בשבוע בהם נולדים ביום עשרה תינוקות?  .ג
 

 

1

פרק 18התפלגויות בדידות מיוחדות- התפל...

72

72



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                      קנדל© כל הזכויות שמורות לברק                                        

 

שולמים בשעה  במערכת אינטרנט לתשלום חשבונות, מספר החשבונות המ (6
 . 30 תוחלת של מתפלג פואסונית עם 

 חשבונות?  33כמה שעות צפויות לעבור עד אשר תתקבל שעה עם בדיוק  .א

  08:00רות שבין  חשבונות, מה ההסתב 18היו   08:20-ל  08:00בין השעה  .ב
 חשבונות?  6בדיוק  היו  08:10-ל

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 :תשובות סופיות 

 .5ד. . 0.1246ג.  . 0.9933ב.  . 0.0337א.  (1

 . 0.151ג.  .0.099ב.  . 0.084א.  (2

 .0.407ב.   . 4א.  (3

 . 1.41סטיית תקן: ,  2תוחלת: ד.  . 0.6767ג.  . 0.8647ב.  . 0.1804א.  (4

 . 0.6948ג.  . 0.2196ב.  . 0.0139א.  (5

 . 0.0708ב.   . 16.7א.  (6
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 התפלגויות כלליות   – המשתנה המקרי הרציף
 )שימוש באינטגרלים( 

 רקע:

, זמן  ם מקריים רציפים )גובה אדם אקראיבפרק זה נעסוק בהתפלגות של משתני
 משתנים רציפים הם משתנים שבתחום מסוים מקבלים רצף אינסופי  (.'תגובה וכו

 נתאר את המשתנה המקרי הרציף   בדידים.של ערכים אפשריים בניגוד למשתנים 
 על ידי פונקציה הנקראת פונקציית צפיפות.  

)- ית צפיפות של משתנה רציף כלשהו ב באופן כללי נסמן פונקצי  )f x. 

 פונקציית צפיפות  השטח שמתחת לפונקציית הצפיפות נותן את ההסתברות. 
 .1תחת לפונקציה יהיה תמיד  שלילית והשטח הכולל שמ-חייבת להיות לא

 

 הגדרות יסודיות: 

)ת צפיפות  יבעל פונקצי  Xיהא משתנה רציף  )f x. 

 

 פונקציית התפלגות מצטברת:

)   ההתפלגות המצטברת מוגדרת באופן הבא: פונקציית ) ( ) ( )
t

F t p X t f x dx
−

=  = 

)   כמו כן מתקיים: ) ( )1p X t F t = )- ו − ) ( ) ( )p a X b F b F a  = −. 

 

   של משתנה רציף:ושונות תוחלת 

)   תוחלת של משתנה רציף תחושב באופן הבא: ) ( )E X X f x dx 


−

=  =. 

)   שונות של משתנה רציף תחושב באופן הבא: ) ( )2 2 2V X X f x dx  


−

=  − =. 

  

1
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 :X  תוחלת של פונקציה של

)המסומנת: ,  X משתנה רציף פונקצייתתוחלת של   )g x,   תחושב באופן 

)   הבא: )( ) ( ) ( ) E g x g x f x dx



−

= . 

 

 אחוזונים: 

 . pשהסיכוי ליפול מתחתיו הוא   ,(px  )נסמן אותו:  הוא ערך p- האחוזון ה 

)    :כלומר )pp X x p = . 

 

 ענון מתמטי:  יר

 נוסחאות לחישוב שטחים

)גובה  שטח משולש:  )h   כפול הבסיס( )a  2חלקי:    
triangle

2

h a
S


=. 

)  שטח מלבן: אורך )a   כפול רוחב( )b:   
rectangleS a b= . 

 

 משוואת קו ישר: 

y    משוואת ישר מפורשת תסומן: mx n= היא   n- הוא שיפוע הישר ו m, כאשר +

 .y- נקודת החיתוך של הישר עם ציר ה

)   שיפוע ישר העובר דרך שתי נקודות: ) ( )1 1 2 2, , ,x y x y :2   הוא 1

2 1

y y
m

x x

−
=

−
. 

)משוואת ישר שעובר דרך נקודה ספציפית   )1 1,x y  הואושיפועו  m ,  תחושב באופן

)   :הבא )1 1y y m x x− = −. 
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 מידיים:  אינטגרלים

( )
( )

11

                              

1
1                 1

1 1

1 1 1
ln | |                                ln | |

                       

nn
nn

x x

adx ax c

ax bx
x dx c n ax b dx c n

n a n

dx x c dx ax b c
x ax b a

e dx e c

++

= +

+
= +  − + = +  −

+ +

= + = + +
+

= +



 

 



( ) ( )

1
            

1
                                

ln ln

1
cos sin                             cos sin

sin cos                          

ax b ax b

x ax b
x ax b

e dx e c
a

k k
k dx c k dx c

k a k

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c

+ +

+
+

= +

= + = +

= + + = + +

= − +



 

 

 ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1
sin cos

1
tan ln | cos |                   tan ln | cos |

1
cot ln | sin |                      cot ln | sin |  

1 1
tan                        

cos cos

ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

xdx x c ax b dx ax b c
a

dx x c
x ax

+ = − + +

= − + + = − + +

= + + = + +

= +
+



 

 


( )

( )

( )
( )

2 2

2 2

1
tan

1 1 1
cot                      cot

sin sin

      

1 1 1 1
ln | tan |        ln | cot |

cos cos sin sin

1 1
arctan

dx ax b c
ab

dx x c dx ax b c
ax ax b

dx x c dx x c
x x x x

x
dx

a ax a

= + +

= − + = − + +
+

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= + + = − +

=
+



 

 

 2 2

2 2

2 2 2 2

2

1 1
        ln  

2

1 1
arcsin         ln | |  

      

' 1
ln | |                            '  

2

f

x a
c dx c

a x ax a

x
dx c dx x x a c

aa x x a

f
dx f c f f dx f c

f

e

− 
+ = + 

+  −

 
= + = +  + 

 − 

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= +  = +



 

 

( )

( )

3

2

'                          cos ' sin

'
sin ' cos             2

2
'                    ' '

3

ff dx e c f f dx f c

f
f f dx f c dx f c

f

f f dx f c u v dx u v u vdx

 = +  = +

 = − + = +

 = +  =  − 
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 שאלות:

1) X   צפיפות כמוצג בשרטוטו: פונקצייתהינו משתנה רציף עם 

 .cמצאו את ערכו של   .א

 בנו את פונקציית ההתפלגות המצטברת.  .ב

 חשבו את ההסתברויות הבאות: .ג

i. ( )4P x . 

ii. ( )1.5P x . 

iii. ( )1.5 5P x . 

iv. ( )5 10P x . 

v.  .מצאו את החציון של המשתנה 

 

):   אהצפיפות שלו הי פונקצייתש A  נתון משתנה מקרי רציף  (2 )
0

0

cx x b
f x

else

 
= 


, 

)- ידוע שו )
1

0 1
4

P X  =. 

 . X הצפיפות של  פונקצייתבמפורש את  מצאו .א

 .X את החציון של  מצאו .ב

 ? 0.5- קטן מ X-מה הסיכוי ש  .ג
 

 : Y צפיפות של משתנה מקרי פונקצייתנתונה   (3

 .cמצאו את   .א

 .Yההתפלגות המצטברת של מצאו את פונקציית   .ב

חשבו את ההסתברויות הבאות:    .ג

( ) ( ) ( ) ( )4  ,  7.5 15.5  ,  3.0  ,  7.0P Y P Y P Y P Y    =. 

.  Yוהחציון של  0.25y, הרבעון התחתון:  0.1yמצאו את העשירון התחתון:   .ד

 .0.9yהסיקו מהו העשירון עליון:  

 

 

 

 

 

 

 

1

פרק 19המשתנה המקרי הרציף- התפלגויות ...

77

77



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                    כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                    

 

 : X צפיפות של משתנה מקרי פונקצייתנתונה   (4
 
 
 
 
 

 

 

   צפיפות. פונקציית שעבורו תתקבל  c  ערך מצאו .א

 ההתפלגות המצטברת.   פונקצייתאת  מצאו .ב

    חשבו את ההסתברויות הבאות: .ג

( ) ( ) ( )1.0 5.0 , 2.0 , 4P X P X P X   − . 

 

 הצפיפות הבאה:  פונקצייתנתונה   (5

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ?cמה ערכו של  .א

 מצאו אינטרוול )תחום( סימטרי סביב   .ב
 . 0.5, שהסיכוי ליפול בו הינו 5הערך  

 

) : צפיפות פונקצייתנתונה   (6 )
2

f X
x

 .K  עד 1-מוגדרת מ, ה=

 .K  את ערכו של מצאו .א

 את פונקציית ההתפלגות המצטברת.   בנו .ב

   .1.5לפחות  X-ש את הסיכוי  וחשב .ג

 את העשירון התחתון של ההתפלגות.  מצאו .ד

 ?X מה התוחלת של  .ה
 

 

0 5 10 

C 

1
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)   צפיפות הבאה: פונקצייתנתונה   (7 ) ( )2 10f X AX X= −,  0 10X .  

A  .הינו קבוע חיובי 

 . A את מצאו  .א

)  :חשב את .ב )5 | 2P x x . 

 ? X מה התוחלת ומהי השונות של .ג

 

 :  X הצפיפות של משתנה מקרי רציף פונקציית (8

( ) ( ) 2ln   ,  0.5 xX c f x e−   = .  

 .c  את ערכו של מצאו .א

 את פונקציית ההתפלגות המצטברת של ההתפלגות.  מצאו .ב

)  : חשב .ג )0P X . 

 מהו הרבעון העליון של ההתפלגות?  .ד

 
 

 :X הצפיפות הבאה של משתנה מקרי  פונקצייתנתונה   (9

 רשמו את נוסחת פונקציית הצפיפות.  .א

 בנו את פונקציית ההתפלגות המצטברת.  .ב

 ההתפלגות. מצאו את החציון של  .ג

 חשבו את התוחלת והשונות של המשתנה.  .ד

)חשבו את:    .ה )3E X. 

 

עות הוא בעל  זמן תהליך הייצור של המוצר בש .A במפעל מייצרים מוצר (10

)   הבאה:פונקציית הצפיפות   )( ) 6 1 , 0 1f x x x x= −  . 

 דקות?  20-אקראי יהיה קטן מ  A מה ההסתברות שזמן הייצור של מוצר  .א

 אקראי יהיה בדיוק חצי שעה?  Aמה ההסתברות שזמן הייצור של מוצר  .ב

. מה תוחלת מספר המוצרים  A נבחרו חמישה מוצרים אקראיים מסוג .ג
 דקות?   20-שזמן הייצור שלהם יהיה גדול מ 

 

ת מתפלג עם פונקציית  זמן ההמתנה בדקות של לקוח בתור למכולת השכונתי (11

)   המצטברת הבאה:ההתפלגות  ) 0.21 tF t e−= −. 

 את פונקציית ההתפלגות המצטברת.  ושרטט .א

 מה הסיכוי שזמן ההמתנה יהיה לפחות רבע שעה? .ב

דקות מה ההסתברות שאאלץ לחכות בסך הכול   10אם חיכיתי בתור כבר  .ג
 פחות מרבע שעה? 

 מהלקוחות מחכים מתחתיו?   90%-מהו הזמן ש .ד

1)  
 
 
 

1 2 4 
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 הצפיפות של משתנה מקרי נתונה על ידי הנוסחה הבאה: פונקציית (12

( )

0 4

4 4 5

5 6

0 6

x

bx b x
f x

b x

x




−  
= 

 
 

. 

 

 .b  את  מצאו .א

 .X חשבו את התוחלת של  .ב

   .5-קטן מ  Xאם   1הוא משתנה אינדיקטור המקבל את הערך  y .ג
 ?y  מהי השונות של

 

)   נתונה פונקציית הצפיפות הבאה: (13 )

2

     1 2
4

      2 3

x
x

f x

kx x


 

= 
  

. 

 .k  את ערכו של מצאו .א

 את פונקציית ההתפלגות המצטברת.  מצאו .ב

)חשבו   .ג )2.5P x . 

 

)  להלן משתנה מקרי בעל פונקציית צפיפות הבאה: (14 )
1

 , f x a x b
b a

=  
−

. 

 את פונקציית ההתפלגות המצטברת.  מצאו .א

 חשב את התוחלת והשונות של ההתפלגות.  .ב

את התוחלת של   מצאו .ג
1

X
. 
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 :תשובות סופיות 

א.  (1
3

16
) ב.  . )

( )

( )

0 1

1 0.25 1 2

3
0.25 2          2 6

16

1 6

t

t t

F t
t t

t




−  
= 

+ −   




.  iג.   .
5

8
. 

  

ii.
7

8
.    iii.  

11

16
.  iv. 

3

16
ד.    .

1
3

3
. 

, 2 א. (2  0.5b c=  . 0.0625ג.   . 1.41ב.   .=

) ב.  . 0.2א.  (3 )
( )

2

2

0 0

0.02 0 5

1 0.02 10 5 10

1 10

t

t t
F t

t t

t




 
= 

− −  
 

.   

 . 0.32  ,0.125 ,0.18 ,0ג. 

 . 7.76עשירון עליון:   ,5החציון:   ,3.54רבעון תחתון:   ,2.24ד. עשירון תחתון:  

) ב.  . 10א.  (4 )

( )

( )

( )

0 0

0.2 0 3

0.6 3 0.05 3 5

0.7 5 0.15 5 6

0.85 6 7

0.85 7 0.05 7 10

1 10
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t t

t t

F t t t

t

t t

t
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 . 0.5ג.   .

0.2cא. (5 5 ב. .= 1.46. 

א. (6
1

2e.    .ב ( )
1

2

1

2

0 1

2 ln 1

1

t

F t t t e

t e





=   

 

 . 0.189ג.    .

 . 1.297ה.  .1.051ד. 

 . 4שונות:   , 6ג. תוחלת:  . 0.7067ב.  . 0.0012א.  (7

1

פרק 19המשתנה המקרי הרציף- התפלגויות ...

81

81



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                    כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                    

 

)ב.   . 2 א. (8 )
( )

( )

21
ln 2

4

1 ln 2

te t
F t

t




= 
 

 .0.549ד.  . 0.75 ג.  .
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7
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 :מעריכית התפלגות  – התפלגויות רציפות מיוחדות

 :רקע

  להתרחשות מאורע מסוים. התפלגות זו היא התפלגות רציפה המאפיינת את הזמן עד

-   הוא ממוצע מספר האירועים המתרחשים ביחידת זמן )אותו פרמטר מההתפלגות

)    :הפואסונית( )expX  0 כאשר . 

התפלגות זו צריכה להיות נתונה בתרגיל או שיאמר שמספר האירועים ביחידת זמן  
 מתפלג פואסונית ואז הזמן עד התרחשות המאורע הבא מתפלג מעריכית. 

 
 פונקציית הצפיפות של ההתפלגות: 

( ) xf x e  0x  לכל =− .  

 

)  פונקציית ההתפלגות המצטברת: ) ( ) 1 tF t p x t e −=  = −.  

)  התוחלת: )
1

E x


=.  

)  השונות: )
2

1
V x


=.  

)   להתפלגות זו יש תכונת חוסר הזיכרון: ) ( )\P X a b X a P X b +  = . 

 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

 שעות. 8אורך חיי סוללה מתפלג מעריכית עם תוחלת של  

 שעות?  9-מה ההסתברות שסוללה תחזיק מעמד פחות מ .א

 מה סטיית התקן של אורך חיי הסוללה?  .ב

שעות   7מה הסיכוי שהיא תחייה מעל  ,אם סוללה כבר חייה מעל שעתיים .ג
 בסך הכול?  
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 :שאלות

 כית עם תוחלת  הזמן שלוקח במערכת עד שתקלה מתרחשת מתפלג מערי (1
 שעה.  0.5של 

 שעה?  0.5-מ מה הסתברות שהתקלה הבאה תתרחש תוך יותר  .א

 מה ההסתברות שהתקלה הבאה תתרחש תוך פחות משעה?  .ב

 מצא את הזמן החציוני להתרחשות תקלה במערכת. .ג

 

מתפלג מעריכית עם תוחלת   הזמן שעובר בכביש מסוים עד להתרחשות תאונה (2
 שעות.  24של 

 מהי סטית התקן של הזמן עד להתרחשות תאונה? .א

 מה ההסתברות שהתאונה הבאה תתרחש תוך פחות מיממה?  .ב

 מהי ההסתברות שהתאונה הבאה תתרחש תוך לפחות יומיים?  .ג
 

מתפלג מעריכית )בדקות( שסטודנטים עובדים רצוף על מחשב  X משך הזמן (3
 דקות.  30עם תוחלת של 

 מה הסיכוי שעבודת סטודנט על המחשב תארך פחות מרבע שעה?   .א

 מה הסיכוי שעבודת סטודנט על המחשב תארך בין רבע שעה לחצי שעה?  .ב

מה ההסתברות   דקות, 10- אם סטודנט עובד על המחשב כבר יותר מ .ג
 דקות?  30יעלה על כל עבודתו   שמשך

 פחות ממנו?   הסטודנט יעבוד  90%  מהו הזמן שבסיכוי של .ד
 

 חולים בשעה בזרם פואסוני.    4בממוצע מגיעים לחדר מיון  (4

שולה המזכירה הגיעה לחדר המיון. מה ההסתברות שזמן ההמתנה   .א
 דקות?  20-שלה לחולה הבא יהיה יותר מ

אם שולה המתינה יותר מרבע שעה לחולה הבא. מה ההסתברות   .ב
 שתמתין בסך הכל יותר מחצי שעה? 

ה ההסתברות שבין החולה הראשון לשני יש להמתין יותר מרבע שעה  מ .ג
 ובין החולה שני לשלישי יש להמתין פחות מרבע שעה?  
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רכיבים אלקטרוניים זהים הפועלים במקביל   4מערכת חשמלית כוללת   (5
 כמתואר בשרטוט: 

 מנת שהמערכת תפעל בצורה תקינה נדרש  על 
 שלפחות אחד מהמרכיבים יהיה תקין. 

 אורך החיים של כל רכיב מתפלג מעריכית  
 שעות. 100עם ממוצע של  

 ההסתברות שהמערכת תפעל בצורה  מה  .א
 שעות לפחות?  100תקינה במשך 

 מעוניינים להוסיף במקביל עוד רכיב למערכת.   .ב
 ₪. Kעלות הוספת רכיב היא  

 שעות   100-כמו כן אם המערכת עבדה פחות מ
 ₪. Aנגרם הפסד של  

 מה התנאי שבו יהיה כדאי להוסיף את הרכיב למערכת? 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 :תשובות סופיות 

 . 0.347ג.   .0.865ב.  . 0.368א.  (1

 . 0.135ג.   .0.632ב.  . שעות 24א.  (2

 69.08ד.   . 0.513ג.   .0.239ב.  . 0.393א.  (3

 . 0.233ג.   .0.368ב.  . 0.264א.  (4

0.0588Kב.  . 0.8403א.  (5 A. 
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 :ת אחידההתפלגו  – התפלגויות רציפות מיוחדות

 :רקע

    .bלבין   aזו התפלגות שפונקציית הצפיפות שלה קבועה בין 

( ),X U a b. 

:פותיפ פונקציית הצ

 

( )
1

f x
b a

a x b

=
−

 

. 

 

 פונקציית ההתפלגות המצטברת: 

( )
t a

F t
b a

−
=

−
. 

 

 התוחלת : 

( )
2

a b
E X

+
=. 

 

 השונות:

. ( )
( )

2

12

b a
V x

−
=  
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:)פתרון בהקלטה(  דוגמה  

 X-   40-ל  20בין המתפלג באופן אחיד משתנה מקרי רציף . 

 ? 25- מ ן קט X-מה הסיכוי ש 

 ?X מה התוחלת והשונות של

( )

20 ,  40

~ 20,40

a b

X U

= =
.  

)א.  ) ( )
25 20

25 25 0.25
40 20

P x f
−

 = = =
−

. 

ב. 
( )

( )
( )

2

20 40
30

2

40 20 1
33

12 3

E x

V x

+
= =

−
= =

. 
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 :שאלות

)   :מתפלג, Xמשך )בדקות( הפסקה בשיעור,  (1 )13,16U.  

 מהי התוחלת ומהי סטית התקן של משך ההפסקה?  .א

 דקות? 15- פסקה תמשך יותר משה מהי ההסתברות  .ב

 מהי ההסתברות שמשך ההפסקה יסטה מהתוחלת בפחות מדקה?  .ג
 

 . אדם הגיע לתחנה בזמן אקראי. רכבת מגיעה לתחנה בשעות היום כל עשר דקות (2

 הסבר כיצד מתפלג זמן ההמתנה לרכבת?  .א

, מהי ההסתברות שבסך  דקות  5-אם זמן ההמתנה לרכבת ארך יותר מ .ב
 דקות?    8-ימתין לרכבת פחות מ  הכל האדם

מה תוחלת מספר הימים שיעברו עד הפעם הראשונה שהאדם ימתין   .ג
 דקות?  9-רכבת יותר מל

 

 הגלידה לגביע מתפלג אחיד מכונה אוטומטית ממלאת גביעי גלידה. משקל  (3
 )המשקל הוא של גלידה ללא הגביע(.  גרם 100-110בין  

 גרם?   108מה ההסתברות שמשקל הגלידה בגביע יהיה מעל   .א

ההסתברות  גרם. מה  107-נתון שהגלידה בגביע עם משקל נמוך מ .ב
 גרם?  105מעל  שמשקל הגלידה יהיה

 מה העשירון העליון של משקל הגלידה בגביע?  .ג

 אגורות.  0.22שקל. כל גרם של גלידה עולה   0.5עלות גביע גלידה היא   .ד
 מהי התוחלת ומהי סטיית התקן של עלות הגביע ביחד עם הגלידה? 

 

 
 
 
 
 

 
 

 : תשובות סופיות 

ב.  . 0.866, שונות: 14.5תוחלת:  א. (1
1

3
ג.    .

2

3
.   

X(0,10)א.  (2 U.    .10ג.   . 0.6ב . 

ב.      . 0.2א.  (3
2

7
 . 109ג.    .

 אגורות.   0.635אגורות, סטיית תקן:  73.1ד. תוחלת: 
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 22 - התפלגויות רציפות מיוחדות - התפלגות נורמלית
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  :התפלגות נורמלית  – התפלגויות רציפות מיוחדות

 :רקע

התפלגות נורמלית הינה התפלגות של משתנה רציף. ישנם משתנים רציפים 
זמן ייצור, משקל תינוק ביום   :גוןמסוימים שנהוג להתייחס אליהם כנורמליים כ

 הנורמלית נראית כמו פעמון: פונקציית הצפיפות של ההתפלגות   היוולדו ועוד.

 

 

 

 

 

לעקומה זו קוראים גם עקומת גאוס ועקומה אחת נבדלת מהשנייה באמצעות  
 הממוצע וסטיית התקן שלה.  

):  אלה הם הפרמטרים שמאפיינים את ההתפלגות )2,X N  . 

)  :נוסחת פונקציית הצפיפות )
( )

2

22

2

1

2

x

f x e







−
−

=. 

 

  םהרלוונטייכדי לחשב הסתברויות בהתפלגות נורמלית יש לחשב את השטחים  
כדי לחשב שטחים אלה נמיר כל התפלגות נורמלית להתפלגות    שמתחת לעקומה.

התפלגות נורמלית סטנדרטית   נורמלית סטנדרטית על ידי תהליך הנקרא תקנון. 
והיא   ,חתהיא התפלגות נורמלית שהממוצע שלה הוא אפס וסטיית התקן היא א

)  :Zתסומן באות  )20,1Z N. 

   :תהליך התקנון מבוצע על ידי הנוסחה הבאה
X

Z




−
=. 

 אחרי תקנון מקבלים ערך הנקרא ציון תקן.
 ציון התקן משמעו בכמה סטיות תקן הערך סוטה מהממוצע. 

ההתפלגות הנורמלית   לאחר חישוב ציון התקן של ערך מסוים נעזרים בטבלה של
 ובאופן כללי נתאר את הסכמה הבאה: ,  הסטנדרטית לחישוב השטח הרצוי

 

 
 

 

 

 

 

1

פרק 22התפלגויות רציפות מיוחדות - התפ...

89

89



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                    כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                         

 

 

  

   

 

 

 
-a 

Ф(-a)=1- Ф(a) 

 

( 

Ф(a) 

 

( 

Ф(a) 

 

( 

1-Ф(a) 

 

( 
a 

( )2,X N  

( )20,1Z N

X
Z





−
=

P 
    שימוש 

 בטבלה

 

1

פרק 22התפלגויות רציפות מיוחדות - התפ...

90

90



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                    כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                         

 

)ערכי   –טבלת ההתפלגות המצטברת הנורמלית סטנדרטית  )z: 

z

(z)

  z         .00          .01         .02          .03         .04          .05         .06          .07         .08          .09

0.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
0.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879

0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
0.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549
0.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852
0.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389

1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319

1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767

2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936

2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986

3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998

z 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291 3.891 4.417

(z) 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995 0.99995 0.999995
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 :דוגמה )הפתרון בהקלטה(

גרם   100משקל חפיסות שוקולד המיוצרות בחברה מתפלג נורמלית עם ממוצע 
 גרם.  8בסטיית תקן של 

 גרם?  110- מה אחוז חפיסות השוקולד ששוקלות מתחת ל (1

 גרם? 110מה אחוז חפיסות השוקולד השוקלות מעל  (2

 גרם?  92מה אחוז חפיסות השוקולד השוקלות מתחת ל  (3

 מהחפיסות בקו הייצור שוקלים פחות מהם?   90%-מהו המשקל ש (4
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 :שאלות

  170מתפלג נורמלית עם ממוצע של   הגובה של אנשים באוכלוסייה מסוימת (1
 ס"מ.   10ס"מ וסטית תקן של  

 ס"מ? 182.4- מה אחוז האנשים שגובהם מתחת ל .א

 ס"מ?  190מה אחוז האנשים שגובהם מעל  .ב

 ס"מ?  173.6מה אחוז האנשים שגובהם בדיוק   .ג

 ס"מ?  170- מה אחוז האנשים שגובהם מתחת ל .ד

 ס"מ? 170מה אחוז האנשים שגובהם לכל היותר  .ה
 

הזמן שלוקח לתרופה מסוימת להשפיע מתפלג נורמלית עם ממוצע של  נתון ש (2
 . דקות רבועות  9דקות ושונות של  30

 מהי פרופורציית המקרים בהן התרופה תעזור אחרי יותר משעה?  .א

 דקות?  37-ל 35מה אחוז  מהמקרים שבהן התרופה תעזור בין  .ב

 דקות? 36מה הסיכוי שהתרופה תעזור בדיוק  תוך  .ג

דקות   30-ים שבהן ההשפעה של התרופה תסטה מ מה שיעור המקר  .ד
 דקות?  3- בפחות מ

 

  60המשקל של אנשים באוכלוסייה מסוימת מתפלג נורמלית עם ממוצע של   (3
 . ק"ג  8ק"ג וסטיית תקן של 

 ק"ג?  55-מה אחוז האנשים שמשקלם נמוך מ  .א

 ק"ג?  50מהי פרופורציית האנשים באוכלוסייה שמשקלם לפחות  .ב

  60היחסית של האנשים באוכלוסייה שמשקלם בין  מהי השכיחות  .ג
 ק"ג?   70-ל

 לאיזה חלק מהאוכלוסייה  משקל הסוטה מהמשקל הממוצע  .ד
 ק"ג?   4-בלא יותר מ

 ק"ג?   140- מה הסיכוי שאדם אקראי ישקול מתחת ל .ה
 

גרם    3300משקל תינוקות ביום היוולדם מתפלג נורמלית עם ממוצע של  (4
 גרם.  400וסטיית תקן  

 ון העליון. מצאו את העשיר .א

 . 95-מצאו את האחוזון ה .ב

 מצאו את העשירון התחתון.  .ג

1
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 . 225ושונות  100נורמלית עם ממוצע    יםמתפלג אינטליגנציה ציוני מבחן  (5

 מה העשירון העליון של הציונים במבחן האינטיליגנציה?  .א
 מה העשירון התחתון של ההתפלגות?  .ב
 מהנבחנים מקבלים מעליו?  20%-מהו הציון ש  .ג
 ? 20-האחוזון המהו   .ד
 מהנבחנים מקבלים מתחתיו?  5%-מהו הציון ש  .ה

 

  33%- נתון שומ"ל,   20נפח משקה בבקבוק מתפלג נורמלית עם סטיית תקן של   (6
 מ"ל.  508.8נפח שעולה על   בעלימהבקבוקים 

 ? מה ממוצע נפח משקה בבקבוק .א
מהבקבוקים המיוצרים עם הנפח הגבוה ביותר נשלחים לבדיקה,   5% .ב

 נפח שולחים בקבוק לבדיקה? החל מאיזה  
מהבקבוקים עם הנפח הקטן ביותר נתרמים לצדקה, מהו הנפח   1% .ג

 המקסימלי לצדקה? 

 

ידוע שמחצית מהמכשירים חיים  .אורך חיים של מכשיר מתפלג נורמלית (7
 שעות.  544-מהמכשירים חיים פחות מ  67%-שעות, כמו כן ידוע ש 500-פחות מ

 מהו ממוצע אורך חיי מכשיר?  .א
 טית בתקן של אורך חיי מכשיר? מהי ס .ב
 שעות?  460- מה הסיכוי שמכשיר אקראי יחיה פחות מ .ג

 העליון של אורח חיי מכשיר? ון יהמא מהו   .ד
מהמכשירים בעלי אורך החיים הקצר ביותר נשלח למעבדה לבדיקה   1% .ה

 מעמיקה. מהו אורך החיים המקסימלי לשליחת מכשיר למעבדה? 

 

נורמליות של שלוש קבוצות שונות ששורטטו באותה  להלן שלוש התפלגויות   (8
 הן. ימערכת צירים. ההתפלגויות מוספרו כדי להבדיל בינ 

 לאיזו התפלגות הממוצע הגבוה ביותר?  .א

 זהות?  2- ו 1במה מבין המדדים הבאים התפלגות  .ב

i.  .בעשירון העליון 

ii.  .בממוצע 

iii.  .בשונות 

 לאיזו התפלגות סטיית התקן הקטנה ביותר?  .ג

i. 1. 

ii. 2. 

iii. 3. 

iv.   לדעת. אין 
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דקות  40הזמן שלוקח לאדם להגיע לעבודתו מתפלג נורמלית עם ממוצע של   (9
 דקות.  5וסטית תקן של  

מה ההסתברות שמשך הנסיעה של האדם לעבודתו יהיה לפחות שלושת   .א
 רבעי השעה? 

 מביתו. הוא צריך להגיע לעבודתו   08:10אדם יצא לעבודתו בשעה  .ב
 מה הסיכוי שיאחר לעבודתו?   .09:00בשעה 

 אם ידוע שזמן נסיעתו לעבודה היה יותר משלושת רבעי השעה.   .ג
 דקות?  50-מה ההסתברות שזמן הנסיעה הכולל יהיה פחות מ

מה הסיכוי שבשבוע )חמישה ימי עבודה( בדיוק פעם אחת יהיה זמן   .ד
 הנסיעה לפחות שלושת רבעי השעה? 

 

 ההוצאה החודשית לבית אב בעיר "טרירה" מתפלגת נורמלית עם ממוצע   (10
ההסתברות    .בתי אב 5דולר. בחרו באקראי   300דולר וסטית תקן של   2000של 

 .  0.98976דולר היא   T- שלפחות אחד מהם מוציא  בחודש מעל ל 

 ?Tמה ערכו של   .א

מה הסיכוי שההוצאה החודשית של בית אב בעיר תהיה לפחות סטיית    .ב
 ?Tתקן אחת מעל  

דולר להוצאות    100מסתבר שנפלה טעות בנתונים, ויש להוסיף   .ג
החודשית של כל בתי האב בעיר. לאור זאת, מה ההסתברות שההוצאה  

 דולר?  1800-החודשית של בית אב נמוכה מ 
 

דקות  3.5ית עם תוחלת של  אורך שיר אקראי המשודר ברדיו מתפלג  נורמל  (11
 תקן של שלושים שניות. וסטיית  

 דקות?  2.5-ל  3מה ההסתברות שאורך של שיר אקראי המנוגן ברדיו יהיה בין  .א

 מהו הטווח הבין רבעוני של אורך שיר המשודר ברדיו?  .ב

כם תצפה  שירים ברדיו. כמה שירים מתו 200ביום מסוים מנוגנים  .ג
 דקות?  3.5-שיהיו באורך הנמוך מ

שירים. מה ההסתברות שרבע מהם בדיוק היו    8בשעה מסוימת שודרו  .ד
 דקות והיתר לא?  4-ארוכים מ
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 :תשובות סופיות 

 . 50%ה.  .50%ד.   . 0ג.   . 2.28%ב.  . 89.25%א.  (1

 . 68.26%ד.   . 0%ג.   . 3.76%ב.   . 0%א.  (2

 .0.383ד.  . 39.44%ג.   . 89.44%ב.  . 26.43%א.  (3

 . 100%ה. 

 . 2787.2ג.    . 3958ב.  . 3812.8א.  (4

 . 87.4ד.  . 112.6ג.   . 80.8ב.  . 119.2א.  (5

 . 453.48ג.   .532.9ב.   . 500א.  (6

 . 733ד.  . 0.3446ג.    . 100ב.   . 500א.  (7

 . 267ה. 

 . 1ג.   .ב. בממוצע  . 3א.  (8

 . 0.3975ד.  . 0.8563ג.   . 0.0228ב.  . 0.1587א.  (9

 . 0.1587ג.   . 0.2266ב.   . 1925א.  (10

 . 0.25ד.   . 100ג.   .0.675ב.  . 0.1359א.  (11
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ת הסתברות  יפונקצי – מדי בדיד ימ משתנה דו
 : משותפת

 :רקע

נרצה כעת לבנות פונקציית    התפלגות דו ממדית הינה התפלגות שדנה בשני משתנים.

 . Y- ו Xיש התפלגות של שני משתנים בו זמנית:  , בה הסתברות דו ממדית

 
 דוגמה:

נתון    ,כמו כן מבחן בכלכלה ומבחן בסטטיסטיקה. :תלמיד ניגש בסמסטר לשני מבחנים
הסיכוי לעבור את המבחן בסטטיסטיקה  ,  0.8שהסיכוי לעבור את המבחן בכלכלה הנו 

 .0.75הסיכוי לעבור את שני המבחנים הנו ו  0.9הנו 

  1 משתנה אינדיקטור המקבל את הערך  Yיהי  ו  מספר הקורסים שהסטודנט עבר.Xיהי  
 אחרת. 0-ו  ,אם הסטודנט עבר את הבחינה בכלכלה

 . Y- ו Xבנו את פונקציית ההסתברות המשותפת של  

 
 :ההסתברויות המשותפותנחשב את כל 

 

 

2 1 0 /y x 
0 0.15 0.05 0 

0.75 0.05 0 1 

 

 
 

 .1שימו לב שסכום כל ההסתברויות בפונקציית ההסתברות המשותפת הוא  
 
 

 קבל את פונקציות הסתברות שוליות: כעת נסכם את השורות ואת העמודות ונ

YP 2 1 0 /Y X 
0.2 0 0.15 0.05 0 

0.8 0.75 0.05 0 1 

1 0.75 0.2 0.05 XP 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

, 0 0.05

, 1 0

1, 0 0.15

1, 1 0.05

2, 0 0

2, 1 0.75

p x o y

p x o y

p x y

p x y

p x y

p x y

= = =

= = =

= = =

= = =

= = =

= = =
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 : משתנים בלתי תלויים

X ו -Y אם עבור כל   ,יהיו משתנים בלתי תלוייםX ו -Y   אפשריים התקיים הדבר

)  הבא: ) ( ) ( ),p x k y l p x k p y l= = = =  =. 

 מספיק פעם אחת שהמשתנים אינם מקיימים תנאי זה אזי הם תלויים. 
 

 דוגמה:

( ) ( ) ( )2, 1 0.75 2 1 0.75 0.8 0.6p x y p x p y= = =  =  = =  =. 

אם יש אפס בתוך פונקציית ההסתברות המשותפת ניתן להבין באופן מידי   ,ככלל
אין זה   ,אך אם אין אפס בטבלה שאז הרי התנאי לא מתקיים. ,שהמשתנים תלויים

 אומר שהמשתנים בלתי תלויים ויש לבדוק זאת. 

  

1
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 :שאלות

 0.3דולר. הוא ישחק במכונת מזל בה יש סיכוי של   75אדם נכנס לקזינו עם  (1
דולר ובמקרה של  25ניצחון במשחק הוא יקבל מהקזינו לנצח. במקרה של  
 דולר. אותו אדם החליט שיפסיק לשחק ברגע שיהיה    25הפסד הוא ישלם 

 משחקים.    3-דולר, אך בכל מקרה לא ישחק יותר מ 100לו 
מספר  כ Yלהיות הכסף שברשות האדם בצאתו מהקזינו ואת  Xנגדיר את  

 המשחקים שהאדם שיחק. 

 ת ההסתברות המשותפת והשוליות.י בנו את פונקצי .א

 מה תוחלת מספר המשחקים שישחק האדם?  .ב

מה התוחלת ומהי השונות   ,דולר 100אם האדם יצא מהקזינו שברשותו  .ג
 של מספר המשחקים ששיחק? 

 

שני משתנים מקריים ית ההסתברות המשותפת והשוליות של ילהלן פונקצ  (2
 בדידים: 

 

 

 

 

 השלימו את ההסתברויות החסרות בטבלה.  .א

 תלויים ?  Y- ו X  האם .ב

3Y- מצאו את הסתברות ש .ג 1X- אם ידוע ש ,= =. 
 

מפעל משווק מוצר הנארז בחבילות בגדלים שונים. ישנו מספר שווה של חבילות   (3
 מוצרים ושלושה מוצרים. ההסתברות שמוצר מסוים יהיה פגום בנות שני 

היא   
1

10
 . מהנדס הייצור בוחר באקראי חבילת מוצרים לשם בקרת איכות.  

 מספר המוצרים הפגומים בחבילה.  Y- ו מספר המוצרים בחבילה,  X יהי 

3x  בהינתן Yמה ההתפלגות של המשתנה   .א =. 

 כלשהו.  Kהינו   Xבהינתן   Yמה ההתפלגות של המשתנה   .ב

 מוצרים? נמקו.    3מהי תוחלת מספר המוצרים הפגומים בחבילות בנות   .ג

 ת ההסתברות המשותפת. י את פונקצי  ובנ .ד
 

 

 
 

/Y X 0 1 2 ( )P Y 

2  0.08 0.12 0.4 
3 0.1 0.05   
4    0.45 

( )P X  0.4 0.2  
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  יםשולפים באקראי שני  8, 4,  2כדורים ממוספרים במספרים  3מתוך כד עם   (4
 מביניהם.  הגדול Y- ו המספר הקטן מבין השניים  Xיהי   החזרה.ללא  

)חשבו את ההתפלגות של  .א ),X Y. 

 ? 8 הוא מה הסיכוי שהמקסימאלי  ,2אם המספר המינימאלי שנבחר הוא  .ב

4Y  בהינתןX  חשבו את ההתפלגות המותנית של  .ג ) :. מצאו = )/ 4E X Y =. 

 

הנתונים לגבי האוכלוסייה   ביישוב שני סניפי בנק. סניף פועלים וסניף לאומי. להלן (5
יש   50%-ל וב, יש חשבון בסניף פועלים של הייש  60%-לביישוב:המתגוררת  הבוגרת

  יש חשבון בלפחות אחד מהסניפים. 95%- לו  חשבון בסניף לאומי של היישוב
משתנה  Yיהי  , ומספר הסניפים בישוב אשר לתושב בוגר יש בהם חשבוןXיהי  

 אינדיקטור: 
   .ש לתושב חשבון בסניף פועליםאם י  – 1
 אחרת.   – 0

 . Y- ו Xבנו את פונקציית ההסתברות המשותפת של   .א

 הוסיפו את פונקציית ההסתברות השולית. .ב

ידוע שלתושב בוגר חשבון בבנק פועלים, מה ההסתברות שיש לו חשבון בנק  .ג
 בסניף אחד בלבד? 
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 :תשובות סופיות 

 . 0.575שונות:  , 1.348תוחלת:  ג.     .2.4ב.   להלן טבלה: א.  (1

( )P y 100 50 0 \x y 

0.3 0.3 0 0 1 

0.7 0.063 0.294 0.343 3 

1 0.363 0.294 0.343 ( )P x 

 . 0.125ג.   תלויים.  ב.  להלן טבלה:  א. (2

( )P y 2 1 0 \x y 

0.4 0.12 0.08 0.2 2 

0.15 0 0.05 0.1 3 

0.45 0.08 0.27 0.1 4 

1 0.2 0.4 0.4 ( )P x 

א.  (3
1

3 3,
10

y x B n p
 

= = = 
 

ב.    .
1

,
10

y x k B n k p
 

= = = 
 

. 

 ד. להלן טבלה:    . 0.3ג. 

( )P y 3 2 \x y 

 0.3645 0.405 0 

 0.1215 0.09 1 

 0.0135 0.005 2 

 0.0005 0 3 

1 0.5 0.5 ( )P x 

 . 2תוחלת:    . 0.5ב.   א. להלן טבלה:   (4

( )P y 4 2 \x y 

1

3
 

2

3
 

1

3
 4 

2

3
 

1

3
 

1

3
 8 

1 
1

3
 

2

3
 ( )P x 
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 . 0.75ג.  א+ב. להלן טבלה:  (5

( )P y 2 1 0 \x y 

0.4 0 0.35 0.05 0 

0.6 0.15 0.45 0 1 

1 0.15 0.8 0.05 ( )P x 
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 : בין משתנים מתאם – בדיד  מדיימ משתנה דו

 :רקע

נרצה לבדוק את מידת ההתאמה הלינארית בין שני המשתנים על ידי מקדם 
 .- המתאם הלינארי שמסומן ב

 . 1-ל  -1מקדם מתאם זה מקבל ערכים בין 

 
 ,אומר שקיים קשר לינארי מוחלט ומלא בין המשתנים 1או  -1  מקדם מתאם

y   :שניתן לבטאו על ידי הנוסחה ax b= +. 

 aארי מלא בו השיפוע  י ני ( אומר שקיים קשר ל1מתאם חיובי מלא )מקדם מתאם 

  a לא בו השיפועארי מי ני יהיה חיובי ואילו מתאם שלילי מלא אומר שקיים קשר ל
 (.-1שלילי )מקדם מתאם  

מתאם חיובי חלקי אומר שככל שמשתנה אחד עולה לשני יש נטייה לעלות בערכו  

באופן מוחלט ואילו מתאם   Y-ל Xאבל לא קיימת נוסחה לינארית שמקשרת את  
שלילי חלקי אומר שככל שמשתנה אחד עולה לשני יש נטייה לרדת אבל לא קיימת  

 באופן מוחלט. Y- ל Xנוסחה לינארית שמקשרת את  

 

 חישוב מקדם המתאם: 

   הנוסחה של מקדם המתאם היא:
( )cov ,

x y

x y


 
=


. 

)   השונות המשותפת: ) ( )( ) ( ) ( ) ( )cov , x yx y E x y E x y E x E y  = − − =  − 
 

. 

 תכונות של השונות המשותפת: 

1) ( ) ( )cov , cov ,X Y Y X=. 

2) ( ) ( )cov ,X X Var X=. 

 
 :משתנים בלתי מתואמים

וכדי שדבר   , משתנים בלתי מתואמים הם משתנים שמקדם המתאם שלהם אפס
משתנים בלתי מתואמים הם   כזה יקרה השונות המשותפת צריכה להתאפס.

 ם התאמה לינארית. יה משתנים שכלל אין בינ 
הם בלתי מתואמים,   גם  ם קשר ולכןיההם משתנים שאין בינ   בלתי תלוייםמשתנים 

 אך משתנים בלתי מתואמים אינם בהכרח בלתי תלויים. 

 

1

פרק 24משתנה דו מימדי בדיד - מתאם בין...

103

103



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                    כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                        

 

   :השפעת טרנספורמצייה לינארית על מקדם המתאם

( ) ( )
( )

( )

, ___ __ 0
,

, __ __ 0

X Y if a c
aX b cY d

X Y if a c






  
 + + =  

−  

 

ם  יהטרנספורמציה לינארית על שני משתנים לא משנה את עוצמת הקשר בינ   ,כלומר
 היא עלולה לשנות רק את כיוון הקשר.

 

 :)פתרון בהקלטה(  דוגמה

 נחזור לדוגמה שהוצגה בפרק הקודם: 
נתון  , כמו כן תלמיד ניגש בסמסטר לשני מבחנים מבחן בכלכלה ומבחן בסטטיסטיקה.

הסיכוי לעבור את המבחן בסטטיסטיקה  ,  0.8שהסיכוי לעבור את המבחן בכלכלה הנו 
 .0.75הסיכוי לעבור את שני המבחנים הנו ו  0.9הנו 

משתנה אינדיקטור המקבל את הערך   Yיהי  , ו מספר הקורסים שהסטודנט עברXיהי  
 אחרת.  0- ו , אם הסטודנט עבר את הבחינה בכלכלה ,1

 נחשב את מקדם המתאם:

 

 

 

 

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0.05 1 0.2 2 0.75 1.7

0 0.05 1 0.2 2 0.75 1.7 0.31

i i

i

i i i i

i i

E X x P x

V X x P x x P x



  

= = =  +  +  =

= − = − =  +  +  − = =



 
 

 

 

( ) 0.31 0.557x V X = = = 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2

0 0.8 0.8

0 0.8 0.8 0.16

0.16 0.4

i i

i

i y i i i y y

i i

y

E y y P y

V y y P y y P y  



= = + =

= − = − = + − = =

= =



  

YP 2 1 0 /X Y 
0.2 0 0.15 0.05 0 

0.8 0.75 0.05 0 1 

1 0.75 0.2 0.05 
XP 

2 1 0 X 
0.75 0.2 0.05 

XP 

YP y 
0.2 0 

0.8 1 

1
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( ) 0 0 0.05 0 1 0 1 0 0.15 1 1 0.05 2 0 0 2 1 0.75 1.55E xy =   +   +   +   +   +   = 

( ) ( ) ( ) ( )cov , 1.55 1.7 0.8 0.19x y E x y E x E y=  −  = −  = 

( )cov , 0.19
0.853

0.557 0.4x y

x y


 
= = =

 
 

 

 נקודות אקדמאיות.  3- כל קורס שהסטודנט מסיים מזכה אותו ב

 ? Y  מה יהיה מקדם המתאם בין נקודות הזכות שיצבור למשתנה 

 

  

1
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 :שאלות

 .  0.8בסטטיסטיקה הוא  ' מועד אב המבחן  הסיכוי שסטודנט יעבור את (1
למועד ב' שם הסיכוי לעבור את המבחן   ניגש  במועד א' הוא אם הוא נכשל

)סטודנט שעובר את א' לא ניגש לב'(. במידה והסטודנט נכשל   0.9-במוערך 
והסיכוי    ,0.2בסיכוי של   מאשריםבמועד ב' הוא מגיש בקשה למועד ג' אותה 

 .  0.7שלו לעבור את מועד ג' הוא 
  Yנגדיר את , ו להיות מספר המבחנים אליהם ניגש הסטודנט Xנגדיר את  

 בחנים שנכשל בהם. מהיות מספר הל

 ההסתברות השולית. בנו את פונקצית ההסתברות המשותפת ואת פונ'   .א

 האם המשתנים הינם בלתי תלויים?  .ב

ידוע שהסטודנט ניגש ליותר ממבחן אחד, מה ההסתברות שהוא נכשל   .ג
 בפחות משלושה מבחנים?

 מלא או חלקי? חיובי או שלילי?  Y- ל Xהאם המתאם בין   .ד
 ללא חישוב.  ור יהסב

 .Y  לבין Xחשבו את מקדם המתאם בין   .ה

 האם המשתנים הם בלתי מתאומים?  .ו
 

להיות מספר העצים המתקבלים  Xמטבע שלוש פעמים. נגדיר את   נטיל (2
להיות מספר העצים המתקבלים   Yואת   ,בשתי ההטלות הראשונות
 בשתי ההטלות האחרונות.

  ואת פונקציות Y- ו Xבנו את פונקציית ההסתברות המשותפת של   .א
 ההסתברות השוליות. 

 הם משתנים בלתי תלויים?  Y- ו Xהאם   .ב

 . האם המשתנים מתואמים? Y- ל Xמהו מקדם המתאם בין   .ג

אם בשתי ההטלות הראשונות יצא בדיוק עץ אחד, מה ההסתברות   .ד
 שבשתי ההטלות האחרונות יצאו שני עצים? 

עץ, מה ההסתברות  אם בשתי ההטלות האחרונות יצא לפחות פעם אחת  .ה
  שבשתי ההטלות הראשונות יצא עץ אחד? 

 

 נגדיר את המשתנים הבאים: .  שלושה כדורים שונים בשלושה תאים נפזר (3
X-   .מספר הכדורים בתא הראשון 
Y -  .מספר הכדורים בתא השני 

 המשותפת. בנו את פונקציית ההסתברות   .א

 האם המשתנים בלתי מתואמים?  .ב
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 פעמיים.  הוטלה קובייה הוגנת  (4
מס' ההטלות בהן   Y, ויהי  ההטלה הגדולה מבין שתי התוצאות Xיהי  

 יצאה תוצאה זוגית. 

 .Y-ו Xית ההסתברות המשותפת של  יאת פונקצ  ומצא .א

 .Y- ו Xחשבו את מקדם המתאם של   .ב

2X- בהינתן ש Yמצאו את ההתפלגות של  .ג =. 
 

משופצות והשאר אינן.   דירות מספר אחת ושלוש הן דירות .דירות 5 שלנו בבניין (5
 לבחור שתי דירות באקראי מבין הדירות בבניין. הוחלט 

 נגדיר את המשתנים הבאים:    
X-  .מספר הדירות המשופצות שנבחרו 
Y-   .מספר הדירות האי זוגיות שנדגמו 

 בנו את פונקצית ההסתברות המשותפת ואת פונקציות ההסתברות השולית.  .א

 האם המשתנים מתואמים? .ב

 ?Y  לביןXמה מקדם המתאם בין   .ג

 מה יהיה מקדם המתאם: .ד

i.  .בין מספר הדירות המשופצות למספר הדירות הזוגיות שנדגמו 

ii.  ות לדירות האי זוגיות שנדגמו.בין מספר הדירות הזוגי                 

   1.5כל דירה לא משופצת עולה   ו ₪  מיליון 2כל דירה משופצת עולה   .ה
 . מה המתאם בין עלות הדירות שנדגמו למספר הדירות הזוגיות? ₪מיליון 
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 :תשובות סופיות 

 . ובי ד. חלקי חי 0.994ג.    תלויים.  ב.  להלן טבלה:   א. (1

 

 

 

 

 

 

 

 ו. מתואמים.   . 0.963ה. 

 . מתואמים  ,0.5המתאם: ג. מקדם    . ב. תלויים   להלן טבלה:  א. (2

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 . 0.5ה.    . 0.25ד. 

 . ב. מתואמים  להלן טבלה: א.  (3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )P y 3 2 1 \x y 

0.8 0 0 0.8 0 

0.18 0 0.18 0 1 

0.0188 0.0028 0.016 0 2 

0.0012 0.0012 0 0 3 

1 0.004 0.196 0.8 ( )P x 

( )P y 2 1 0 \x y 

2

8
 0 

1

8
 

1

8
 0 

4

8
 

1

8
 

2

8
 

1

8
 1 

2

8
 

1

8
 

1

8
 0 2 

1 
2

8
 

4

8
 

2

8
 ( )P x 

3 2 1 0 \x y 

1

27
 

3

27
  

3

27
 

1

27
 0 

0 
3

27
 

6

27
 

3

27
 1 

0 0 
3

27
 

3

27
  2 

0 0 
6

27
 

1

27
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 .0.252ב.   א. להלן טבלה:   (4

6 5 4 3 2 1 \x y 

0 
5

36
 0 

3

36
 0 

1

36
 0 

6

36
 

4

36
 

4

36
 

2

36
 

2

36
 0 1 

5

36
 0 

3

36
 0 

1

36
 0 2 

. ג   . מתואמים Y- ו Xב.   א. להלן טבלה:   (5
2

3
.      

 

  

 

 

 

 

  .i ד.
2

3
−.   ii .1- .     .ה

2

3
−. 

 

( )P y 2 1 0 \x y 

0.1 0 0 0.1 0 

0.6 0 0.4 0.2 1 

0.3 0.1 0.2 0 2 

1 0.1 0.6 0.3 ( )P x 
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 : נאריותיקומבינציות ל – מדי ימ המשתנה המקרי הדו

 :קער

 .Y- ו Xיהיו שני משתנים מקריים 

   שונות של סכומם היא:התוחלת וה

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2 cov ,

E X Y E X E Y

V X Y V X V Y X Y

+ = +

+ = + + 
 

 

   שונות של הפרשם היא:התוחלת וה

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2 cov ,

E X Y E X E Y

V X Y V X V Y X Y

− = −

− = + − 
 

 

   קומבינציה ליניארית:

יוצרים משתנה חדש שהוא קומבינציה לינארית של שני משתנים אחרים: 

( ) ( )W aX b cY d= + +  אזי:  .+

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

cov , cov ,

2 cov ,

aX b cY d a c X Y

E W E aX b cY d aE X b cE Y d

V W V aX b cY d a V X c V Y a c X Y

+ + =    

= + + + = + + +

= + + + = + +   

 

 

 :( )פתרון בהקלטה דוגמה

המקיימים:  Y- ו Xנתונים שני משתנים מקריים  

( )80 , 15 , 70 , 20 , cov , 200X X Y Y X Y   = = = = = 

 את התוחלת והשונות של סכום המשתנים.  ומצא .א

 .Y- ו Xאת התוחלת והשונות של   ומצא .ב

2את השונות ומה התוחלת של המשתנה   ומצא .ג 3W X Y= +. 
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 :שאלות

 ית ההסתברות המשותפת הבאה: י נתונה פונקצ (1
 

 

 

 

 את ההסתברויות החסרות. השלימו  .א

 המשתנים תלויים? האם  .ב

 המשתנים בלתי מתואמים? האם  .ג

 את השונות המשותפת. חשבו  .ד

 חשבו את התוחלת והשונות של סכום המשתנים.  .ה

 חשבו את התוחלת והשונות של הפרש המשתנים.  .ו
 

  ,100בחלק הכמותי היא  מבחן בנוי מחלק כמותי וחלק מילולי. תוחלת הציון (2
.  15עם סטיית תקן   90  היא . תוחלת הציונים בחלק המילולי20תקן  עם סטיית  

 . 0.8מקדם המתאם בין הציון הכמותי לציון המילולי הוא  

 המילולי. המשותפת בין הציון הכמותי לציון   חשבו את השונות .א

 חשבו את התוחלת והשונות של סכום הציונים בחלק הכמותי  .ב
 ובחלק המילולי. 

 חשבו את התוחלת והשונות של הפרש הציונים בין החלק הכמותי  .ג
 לחלק המילולי. 

כל נקודה שנצברה  שקלים. הוחלט לזכות שקל עבור  2000עלות הבחינה    .ד
 ושני  שקלים עבור כל נקודה שנצברה בחלק הכמותי.  בחלק המילולי  

 אחר הזיכוי(? מהי התוחלת ומהי השונות של עלות הבחינה נטו )העלות ל
 

)   נתון: (3 ) ( )var 2 3 , var 2 2X Y X Y+ = − =. 

)   חשבו: )cov ,X Y. 

 

 נגדיר את המשתנים הבאים: פעמים.  nמטילים קובייה   (4
X =  6מספר הפעמים שהתקבלה התוצאה  . 
Y  =   5הפעמים שהתקבלה התוצאה  מספר 

 .nבטאו את השונות המשותפת באמצעות  
 

 

 

( )P X 3 2 1 /Y X 

0.6 0.3 0.1  2 
 0.1  0.2 3 

    ( )P X 

1
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 :תשובות סופיות 

 . -0.1ד.   ג. מתואמים.  . ב. תלויים  א. להלן טבלה:  (1

 

 

 

 

 

 . 1.24, שונות :  -0.4ו. תוחלת:    . 0.84שונות :  , 4.4:  ה. תוחלת

 . 1105שונות:  , 190ב. תוחלת:      . 240א.  (2

 .2785שונות:  ,1710ד. תוחלת:   145, שונות:  10ג. תוחלת: 

3) 0.125-. 

4) 
36

n
−. 

 

 

 

( )P y 3 2 1 \x y 

0.6 0.3 0.1 0.2 2 

0.4 0.1 0.1 0.2 3 

1 0.4 0.2 0.4 ( )P x 

1
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תוכן העניינים
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 : שאלות מסכמות –בדיד הממדי  דוהמקרי ה משתנהה

 :רקע

 משתנים בלתי תלויים: 

 Y-ו Xיהיו משתנים בלתי תלויים אם עבור כל    . הםY-ו Xיהיו משתנים  

)    :תקייםמאפשריים  ) ( ) ( ),p x k y l p x k p y l= = = =  =. 

 

 מקדם המתאם: 

   מגדירים את מקדם המתאם:
( )cov ,

x y

x y


 
=


. 

 

 שונות משותפת: 

 מגדירים את השונות המשותפת: 

. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )cov , x yx y E x y E x y E x E y  = − − =  − 
 

 

 תכונות של השונות המשותפת: 

1. ( ) ( )cov , cov ,X Y Y X=. 

2. ( ) ( )cov , varX X X=. 

3. ( ) ( ) ( )cov , cov ,aX b cY d a c X Y + + =   . 

 

 :משתנים בלתי מתואמים

משתנים בלתי מתואמים הם משתנים שמקדם המתאם שלהם אפס וכדי שדבר כזה  
 יקרה השונות המשותפת צריכה להתאפס. 

 

  

1
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  :השפעת טרנספורמציה לינארית על מקדם המתאם

( ) ( )
( )

( )

,     if    0
,

,  if     0

X Y a c
aX b cY d

X Y a c






  
 + + =  

−  

  

 

 תוחלת ושונות של סכום משתנים: 

( ) ( ) ( )E X Y E X E Y+ = + ( ) ( ) ( ) ( )2 cov ,V X Y V X V Y X Y+ = + +   

 

 קומבינציות לינאריות: 

)   נגדיר קומבינציה ליניארית כללית באופן הבא: ) ( )W aX b cY d= + + +. 

 אזי מתקיים:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 cov ,

E W E aX b cY d aE X b cE Y d

V W V aX b cY d a V X c V Y a c X Y

= + + + = + + +

= + + + = + +     

 

 

1
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 :שאלות

תווים. כל תו יכול להיבחר רק מתוך כלל התווים   3בת  סיסמהיש ליצור  (1
,   הבאים:   ,   ,  1 ,  2A B C.   יהיX  מופיעה    1מספר הפעמים שהספרה

   סיסמהה ה מופיעה בקצ  1מספר הפעמים שהספרה  Yיהי  ו  סיסמה,ב
   שני הקצוות(.)

 כהתפלגויות מיוחדות.  Y-ו Xזהו את ההתפלגויות השוליות של   .א

 .Yושל   Xאת ההתפלגות המשותפת של   ומצא .ב

 .Y- ל X  מצאו את מקדם המתאם בין .ג

3- ל 2Xמהו המתאם בין   .ד 5Y +? 

 

 בקבוקי בירה:   7במסיבת סוף שנה ישנו ארגז קרח ובתוכו  (2
 .  "טובורג" 1- ו"גולדסטאר"  2  "מכבי", 4

 ארגז הקרח.    בקבוקי בירה באקראי מתוך 3קרן לקחה 
 , את מספר בקבוקי "מכבי " שנלקחו על ידי קרן X- נסמן ב

 את מספר בקבוקי "טובורג" שנלקחו על ידי קרן.  Y- נסמן ב ו

 .Y ושל  Xבנו את פונקציית ההסתברות המשותפת של   .א

 . Y ושל Xחשבו את התוחלת והשונות של  .ב

 .Y  ושל  Xמצאו את השונות המשותפת של   .ג

 " שנלקחו על ידי קרן.  מספר בקבוקי ה"גולדסטארכ W נגדיר את .ד
   Wוחשבו את התוחלת והשונות של  , Y- ו Xבאמצעות   Wבטאו את  

 בלבד.  סעיפים הקודמים שני העל סמך התוצאות שהתקבלו ב

  ,י "מכבי" שנלקחו על ידי קרןמהו מקדם המתאם בין מספר בקבוק  .ה
 למספר בקבוקים שאינם "מכבי" שנלקחו על ידי קרן? 

 

ם )לא בהכרח זוגות(  ינעלי  4ם. יהודה הוציא מהמגירה  יזוגות נעלי 6במגירה  (3
 R- ב  נסמןו  ,מספר זוגות הנעליים שהוציא יהודה את W- ב באקראי. נסמן 

 מספר הנעליים השמאליות שהוציא יהודה. את 

 מצא את ההתפלגות המשותפת של המשתנים שהוצגו.  .א

 המשתנים שהוצגו בלתי תלויים?   האם .ב

מצא את התפלגות מספר הנעליים השמאליות שהוצאו אם בסך הכול   .ג
 יחיד על ידי יהודה.   נעלים  הוצא זוג

ליים שמאליות מה הסיכוי שהוצא לכל  נע  3אם ידוע שהוצאו לפחות   .ד
 היותר זוג אחד? 

 

 
  

1
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כדורים ירוקים. בוחרים באקראי   3-כדורים לבנים ו 4, כדורים כחולים 5בכד  (4
 כדורים. נגדיר את המשתנים הבאים: 3וללא החזרה  

X-   אחרת.  0- ו  ,אם נבחר לפחות כדור אחד כחול 1מקבל את הערך 
Y -  .מספר הכדורים הלבנים שנבחרו 

)את   וחשב .א )1P X =. 

 . Y- ו Xבנו את פונקציית ההסתברות המשותפת של   .ב

 כדורים כחולים?   אם ידוע שלא הוצאו, Yמה התוחלת של   .ג

 אם ידוע שהוצא לכל היותר כדור לבן אחד? , Xמה השונות של   .ד

 

  5-של טל הוא מחלק שלושה פרסים שונים באקראי ל  הרביעיביום ההולדת  (5
באופן   5- ילדים. בכל פעם שטל מחלק פרס הוא בוחר באקראי ילד מתוך ה

 בחירות הקודמות. נגדיר את המשתנים הבאים: באקראי ובלתי תלוי 
X-  .מספר הפרסים שקיבלה יוליה 
Y -  .מספר הילדים שלא קיבלו פרס 

 . Y- ו Xבנו את פונקציית ההסתברות המשותפת והשוליות של   .א

 הם משתנים בלתי מתואמים?  Y- ו Xהאם   .ב

2Xמצאו את התוחלת של   .ג Y. 

 , מה מקדם המתאם בין מספר הפרסים שקיבלה יוליה .ד
 שקיבלו פרס?  למספר הילדים

 

 קבעו אילו מהטענות הבאות נכונות. נמקו.  (6

 אזי הם תלויים.  , אם שני משתנים הם מתואמים .א

 אזי הם מתואמים.  ,אם שני משתנים הם תלויים .ב

 אזי הם בלתי מתואמים.  ,אם שני משתנים הם בלתי תלויים .ג

 אזי הם בלתי תלויים.  ,אם שני משתנים הם בלתי מתואמים .ד
 

נשים. כל עובד נתבקש לבחור   25-גברים ו 25עובדים מתוכם   50במקום עבודה  (7
אופציות, מתוכן הוא צריך לבחור אחת.   5מתנה לחג. לכל עובד מוצגות 

 העובדים בוחרים מתנה באקראי ובאופן בלתי תלוי זה בזה.  
 .iמספר הגברים שבחרו במתנה   -iXנסמן  

 .iמספר הנשים שבחרו במתנה   -iYנסמן  

 הם משתנים בלתי תלויים? אין צורך לחשב רק להסביר.  1Y- ו1Xהאם   .א

 הם משתנים בלתי תלויים? אין צורך לחשב רק להסביר.  2X- ו1Xהאם   .ב

1מהי ההתפלגות של   .ג 2X X+? 

 מלא או חלקי? חיובי או שלילי?  2X- ו 1Xהאם המתאם בין   .ד

 אין צורך לחשב רק להסביר. 

1
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: Z- ו X,Y :ת הזהות הבאה עבור שלושת המשתניםא וח יהוכ  (8

( ) ( ) ( )cov , cov , cov ,X Y Z X Z Y Z+ = +. 

 

  50מספר העלים שנושרים בסתיו מהעץ בגינה מתפלג פואסונית עם תוחלת של  (9
 ,12:10-ל  12:00בין  מהעץ   מספר העלים שנושריםאת  Y- ב נסמן  עלים בדקה.

 . 12:30- ל 12:05מספר העלים שנושרים בין  את  Q- ב  נסמןו

)  : חשבו את .א )cov 4 , 6Y Q+. 

 ?Q- ל  Yמה המתאם בין   .ב
 

כחולים. מוציאים באקראי   20- ירוקים ו  20כדורים אדומים,   20 יש  בסל (10
כדורים. מצאו את מקדם המתאם בין מספר הכדורים האדומים  20מהסל  

 שהוצאו למספר הכדורים הירוקים שהוצאו. 

 

)   נתון ש: (11 )1,Y B p   0כאשר 1P . 

)   שאם מתקיים: וח יהוכ  ) ( )| 0 | 1P X x Y P X x Y= = = =  ,   X  לכל =

 הם משתנים בלתי תלויים.   Y - ו X  אז

 

)- נתון ש (12 ),X B n p כןו  :  ( ),Y B m p ,תלויים זה בזה.   שאינם 

)  :  שמתקיים וח יהוכ  )| , ,X X Y k HG n m n k+ =  + . 

 

 

 

  

1
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 :תשובות סופיות 

א.  (1
1 1

3, , 2,
5 5

X B Y B
   
   
   

. 

 .0.816 ד.   . 0.816ג.    טבלה:  להלן ב. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 

)ב.   טבלה: להלן . א (2 ) ( ) ( ) ( )
12 24 3 12

, , ,
7 49 7 49

E X V X E Y V Y= = = =. 

 
 
 
 
 
 
 
 

ג. 
8

49
) ד.     .− ) ( )

6 20
,

7 49
E W V W=  . -1 ה.   .=

 המשתנים תלויים.  ב.      טבלה: להלן .א (3

RP 2 1 0 /R W 

15

495
 0 0 

15

495
 0 

120

495
 0 

60

495
 

60

495
 1 

225

495
 

15

495
 

120

495
 

90

495
 2 

120

495
 0 

60

495
 

60

495
 3 

15

495
 0 0 

15

495
 4 

1 
15

495
 

240

495
 

240

495
 WP 

 

YP 3 2 1 0 /X Y 

80

125
 0 0 

16

125
 

64

125
 0 

40

125
 0 

8

125
 

32

125
 0 1 

5

125
 

1

125
 

4

125
 0 0 2 

1 
1

125
 

12

125
 

48

125
 

64

125
 XP 

YP 3 2 1 0 /X Y 

20

35
 

4

35
 

12

35
 

3

35
 0 0 

15

35
 0 

6

35
 

8

35
 

1

35
 1 

1 
4

35
 

18

35
 

12

35
 

1

35
 XP 
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 . 1ד.     ג. להלן טבלה: 

3 2 1 1R w = 

1

4
 

2

4
 

1

4
 ( )1P R w = 

 

. א (4
185

220
 .0.071ד.  . 1.714ג.  ב. להלן טבלה:   .

YP 1 0 /X Y 

56

220
 

55

220
 

1

220
  0 

112

220
 

100

220
 

12

220
 1 

48

220
 

30

220
 

18

220
 2 

4

220
 0 

4

220
 3 

1 
185

220
 

35

220
 XP 

 

   מתואמים.בלתי  Y- ו X ב.    א. להלן טבלה:   (5

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .0ד. . 4.128ג.  

 . ד. לא נכון  . ג. נכון  . ב. לא נכון  . נכון. א (6

YP 3 2 1 0 /X Y 

60

125
 0 0 

36

125
 

24

125
 2 

60

125
 0 

12

125
 

12

125
 

36

125
 3 

5

125
 

1

125
 0 0 

4

125
 4 

1 
1

125
 

12

125
 

48

125
 

64

125
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ג.  . ב. תלויים   . בלתי תלויים. א (7
1 2

2
25,

5
x x B n p

 
+ = = 

 
.   

 ד. חלקי ושלילי. 

 . הוכחהשאלת  (8

 .0.316ב.   . 1000א.  (9

10) 0.5- . 

 . הוכחהשאלת  (11

 . הוכחהשאלת  (12

1
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 : משתנה מקרי דו ממדי רציף

 :רקע

 מסוים.  R  משתנים מקריים רציפים המוגדרים בתחום Y- ו Xיהיו  

)פונקציית הצפיפות המשותפת שלהם תסומן על ידי:   ),f x y. 

 פונקציית צפיפות משותפת צריכה לקיים את שני התנאים הבאים: 

1) ( ), 0f x y    לכל( ),x y R. 

2) ( ), 1
R

f x y dxdy =. 

 

 דוגמה )פתרון בהקלטה(:

)  הפונקציה:נתונה   )
( )4 1 0 , 1

,
0

x y x y
f x y

else

 −  
= 


.  

 הראו שפונקציה זו יכולה להיות פונקציית צפיפות משותפת. 

 

 

 פונקציית צפיפות שולית:

)   תתקבל באופן הבא: X  פונקציית הצפיפות השולית של ) ( ),f x f x y dy



−

= . 

)   תתקבל באופן הבא: Yפונקציית הצפיפות השולית של   ) ( ),f y f x y dx



−

= .  

 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

)  לפונקציית הצפיפות: מצאו )
( )4 1 0 , 1

,
0

x y x y
f x y

else

 −  
= 


 

)את   ו וחשב ,Xאת פונקציית הצפיפות השולית של   )E X  .דרכה 

 

 :ן משתנים רציפיםיתלות ב-אי

X ו -Y אם עבור כל   , יהיו משתנים מקרים בלתי תלוייםX ו -Y   בתחום ההגדרהR  

)    מתקיים ש: ) ( ) ( ),f x y f x f y= . 

1
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 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

המתפלגים לפי פונקציית הצפיפות המשותפת: , Y- ו Xהאם  

( )
( )4 1 0 , 1

,
0

x y x y
f x y

else

 −  
= 


 , 

 הם משתנים בלתי תלויים?

 

 : הסתברויות עבור משתנה מקרי רציף דו ממדיחישוב 

)הנפח הכלוא מתחת למשטח   ),f x y בתחום מסוים ייתן את ההסתברות ש -X 

)   יהיו בתחום הזה: Y- ו ) ( ), ,
A

P x y A f x y dxdy =   . 

 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

)   משתנים מתפלגים לפי פונקציית הצפיפות: )
( )4 1 0 , 1

,
0

x y x y
f x y

else

 −  
= 


. 

)  : את הסיכוי וחשב )0.5 0.5P X Y  . 

 

 : פונקציית התפלגות מצטברת משותפת

רציפים   םה של שני משתנייפונקציית התפלגות מצטברת משותפת הינה פונקצ
 נים יהיו קטנים מערכים מסוימים: תהמחזירה את הסיכוי שהמש

( ) ( ) ( ), ,

t s

F s t P X s Y t f x y dxdy
− −

=    =  . 

 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

)   משתנים מתפלגים לפי פונקציית הצפיפות: )
( )4 1 0 , 1

,
0

x y x y
f x y

else

 −  
= 


. 

 את פונקציית ההתפלגות המצטברת המשותפת   מצאו

)   את הסיכוי: וועל פיה חשב  )0.5 0.5P X Y . 
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 :פונקציית צפיפות מותנית

)  ישנה פונקציית צפיפות משותפת Y- ול X- אם ל ),f x y ,   אז מגדירים 

Y-בהינתן ש  ,X  פונקציית הצפיפות המותנית שלאת  y= לכל ערכי  y  

)  : המקיימים ) 0f y  על ידי:   ( )
( )

( )

,
|

f x y
f x y

f y
=. 

X- בהינתן ש  Yבאופן דומה, פונקציית הצפיפות המותנית של   x= לכל ערכי  x   

)  : המקיימים ) 0f x  על ידי:   ( )
( )

( )

,
|

f x y
f y x

f x
=. 

 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

)   משתנים מתפלגים לפי פונקציית הצפיפות: )
( )4 1 0 , 1

,
0

x y x y
f x y

else

 −  
= 


. 

)  :  את מצאו )|f x y. 

 

 : תוחלת מותנית

)  תישנה פונקציית צפיפות משותפ Y- ול X- ל ),f x y. 

Y- בהינתן ש Xהתוחלת של   y=  :תהיה  ( ) ( )| |E X Y y x f x y dx

−

−

= = . 

Xבהינתן ש   Y ובאופן דומה, התוחלת של x= תהיה:   

( ) ( )| |E Y X x y f y x dy

−

−

= = . 

 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

)   משתנים מתפלגים לפי פונקציית הצפיפות: )
( )4 1 0 , 1

,
0

x y x y
f x y

else

 −  
= 


. 

)  :  את מצאו )|E X Y. 
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 :שאלות

)   נתונה פונקציית הצפיפות הבאה: (1 ),f x y x y=  המוגדרת בתחום   ,+

0   :שבו 1x  0  : וגם 1y  .שמדובר בפונקציית צפיפות. הוכיחו 

 

)   נתונה פונקציית הצפיפות הבאה: (2 ) ( ),f x y Ax x y=  המוגדרת בתחום   ,−

0  : שבו 2x  וגם :  x y x−   .את ערכו של הפרמטר מצאו  A. 

 

)   נתונה פונקציית הצפיפות הבאה: (3 )
( )

3

,
x y x y

f x y
C

 + 
המוגדרת בתחום   ,=

0  : שבו 1x  0  : וגם 1y  . 

 .C  את ערכו של מצאו .א

)את   מצאו .ב )f y. 

 הינם משתנים בלתי תלויים?  Y- ו Xהאם   .ג

 

)    משתנה מקרי דו ממדי מתפלג לפי פונקציית הצפיפות הבאה: (4 )
1

,
800

f x y = ,

60  :  המוגדרת  בתחום שבו x y  60  : וגם 100y  . 

 שפונקציה זו מקיימת את התנאים של פונקציית צפיפות.  הראו .א

 .Y  את פונקציית הצפיפות השולית של מצאו .ב

)את   וחשב .ג ) ( ),E X V X. 

 הם משתנים בלתי תלויים?  Y- ו Xהאם   .ד

 .Y- ל X את מקדם המתאם בין וחשב .ה

)   :את הסיכוי וחשב .ו )10P Y X +. 

 

משתנה מקרי דו ממדי מתפלג לפי פונקציית הצפיפות הבאה:   (5

( ) ( )
,

x y
f x y e

 


− +
=  , :המוגדרת  בתחום שבו  , 0x y . 

 .Y  ואת פונקציית הצפיפות של Xו את פונקציית הצפיפות של  מצא .א

 הם משתנים תלויים? Y- ו Xהאם   .ב

 ?Y- ל Xמהו מקדם המתאם בין  .ג

)   את הסיכוי: וחשב .ד )P Y X. 
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6) Y הינו משתנה מקרי אחיד רציף המתפלג בקטע:    2,4. 

)  רציף המקיים:הינו משתנה מקרי  X- נתון ש , בנוסף ) 2

2
| , 0

x
f x y x y

y
=  . 

 .Y- ו Xאת השונות המשותפת של   מצאו

 

 קציות הצפיפות . פונY- ו Xנתונים שני משתנים מקרים רציפים   (7

)  :המשותפות שלהם היא )
0 1 1 1

,
0

x y y x y
f x y

else

  −   +
= 


. 

)  את  מצאו .א )f x. 

)את  מצאו .ב )f y x. 

)את   מצאו .ג )E Y X. 

 

 משתנים רציפים המתפלגים אחיד בתוך משולש   Y- ו X  ויהי  (8

)   שקדקודיו: ) ( ) ( )1,2  , 1,0  , 0,1− −. 

 רשמו את פונקציית הצפיפות המשותפת.  .א

 .Y- ו Xו את פונקציית הצפיפות השולית של מצא .ב

 .Y- ו Xחשבו את התוחלת של  .ג

 משתנים בלתי מתואמים?  Y- ו Xהאם   .ד

 משתנים בלתי תלויים?  Y- ו Xהאם   .ה

 

 אחיד באופן הבא:פונקציית צפיפות משותפת מקבלת ערך  (9
 . 0.5היא   Bוהצפיפות על פני משולש  1.5הינה  Aעל פני משולש  הצפיפות  

 אם פונקציית הצפיפות המשותפת היא לגיטימית?ה

)את  מצאו  .א )f x. 

)את  מצאו  .ב )f x y. 

 

)  : נתונה פונקציית הצפיפות המשותפת (10 )x, yf cx=.   פונקציה זו מוגדרת

0  : בתחום שבו 1x  20  : כןו y x . 

 .C    ו את הקבועמצא .א

6-חשבו את ההסתברות ש  .ב 1Y X −. 
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)   שני משתנים מקריים רציפים כך ש: Y - ו Xנתונים   (11 )0,1Y U  

)- ו )| 0,X Y y U y=. את וחשב :  ( )| 0.5E Y X =. 

 

)  :נתונה פונקציית הצפיפות (12 ) 2, 2 x yf x y e e− −=  בתחום שבו :  , 0x y  . 

)  : חשבו את הסיכוי )P X Y. 

)  נתונה פונקציית הצפיפות המשותפת:  (13 ),

x

y ye e
f x y

y

−
− 

מוגדרת לרביע  , ה=

)  : הראשון. חשבו את )1| 2P X Y =. 

 

 . 9:00- ל 8:00הם מגיעים לעבודה בכל יום בין  יוסי וערן עובדים באותו המשרד. (14
 אחיד ובאופן בלתי תלוי זה בזה.   מתפלג ניח שזמן ההגעה של כל אחדנ

 ? ותדק  10-מה הסיכוי שיוסי יצטרך לחכות לערן יותר מ 

 

)נתונים שני משתנים מקרים רציפים:    (15 ),1X N Y ו -( )0,2Y U. 

 .Y- ו Xאת פונקציית הצפיפות המשותפת של   מצאו .א

)את   מצאו .ב )2 |E X Y. 

)את   מצאו .ג )E X. 

 

)   :היא Y- ו Xפונקציית הצפיפות המשותפת של   (16 ), 1f x y =. 

0  : בתחומי זו מוגדרת ה פונקצי , 1x y . 

)   ש: הוכיחו )
( )( )

2
| |

1 2

nE X Y
n n

− =
+ +

. 

 

17) ( )exp 1X וכן:  ( )exp 1Y,   .הינם משתנים מקרים בלתי תלויים 

  : נגדיר את
X

Z
X Y

=
+

. 

)   :הוכיחו )0,1Z U. 
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 :תשובות סופיות 

 . ההוכח שאלת  (1

2) 
1

8
A =. 

א.  (3
5

16
)ב.    . ) 30.8 1.6f y y y=  . ג. תלויים .+

)ב.  . ההוכחשאלת  א.  (4 )
60

800

y
f y

−
)ג.   .= ) ( )

1 8
73  , 88

3 9
E X V X= =. 

 . 0.5625ו.     . 0.5ה.    . ד. לא

)א. (5 ) ( ) ,  y xf y e f x e  − −=    . ב. לא    .=

. ד   . 0ג. 


 +
. 

6) 
2

9
. 

)א.  (7 )

2

2

0 1

2 1 2

0

x x

f x x x x

else

  


= −  



.    

)ב.  )

1
0 1 1 1

1
1 2 1 1

2

0

x x y
x

f y x x x y
x

else


  −  




=   −  
−





)ג.   . )

1 0 1
2

| 1 2
2

0

x
x

x
E y x x

else


−  




=  





. 

)א.  (8 )
1 1 1 1 0

,
0                 

x y x x
f x y

else

+   − −  
= 


. 

)ב.  )
2 1 0

0

x x
f x

else

− −  
= 


  ,    ( )

       0 1

2   1 2

0        

y y

f y y y

else

 


= −  



. 

)ג.  ) ( )
2

, 1
3

E X E Y= −    . ד. כן    .=

 . ה. לא
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)ב.    . א. כן (9 )
1.5 1 0

0

x x
f x

else

−  
= 


.  

)ג.  )

1.5
    0 1

1.5

0.5
|     1 1

1.5

0                 

x y
y

f x y y x
y

else


  − −




= −  
−





. 

 . 0.0947ב.    . 4א.  (10

11) 
7

12
. 

12) 
1

3
. 

13) 
1

2e
−

. 

14) 
25

72
. 

)א.  (15 )

( )
2

2
1

0 2
, 2 2

0

x y

e y
f x y

else



−
−

  
= 



2ב.   . 1y +.   

 . 1ג. 

 . ההוכח שאלת  (16

 . ההוכח שאלת  (17
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  ממוצע המדגם ומשפט הגבול המרכזי:התפלגות 

 :רקע

ix   בפרק זה נדון בהתפלגות של ממוצע המדגם:
x

n
=
. 

אזי ממוצע המדגם   , לקבל ממוצע מדגם שונה מכיוון שממדגם למדגם אנו יכולים 
 הוא משתנה מקרי ויש לו התפלגות. 

 גדלים המתארים התפלגות כלשהי או אוכלוסייה כלשהי נקראים פרמטרים.
 החשובים לפרק זה:  להלן רשימה של פרמטרים

 .(נקרא גם תוחלת) - ממוצע האוכלוסייה נסמן ב

 .2-שונות אוכלוסייה נסמן ב

 .סטיית תקן של אוכלוסייה:  

 

 : תכונות התפלגות

)  כל ממוצעי המדגם האפשריים שווה לממוצע האוכלוסייה: ממוצע ) x
E x  = =. 

 .  n-ונות כל ממוצעי המדגם האפשריים שווה לשונות האוכלוסייה מחולק בש

)   תכונה זו נכונה רק במדגם מקרי: )
2

2

x
V x

n


= =. 

 יש יחס הפוך בין גודל המדגם לבין שונות ממוצעי המדגם. 
 אם נוציא שורש לשונות נקבל סטיית תקן של ממוצע המדגם שנקראת גם 

)    ן:טעות תק )
2

x
n n

 
 = =. 

 

 :)פתרון בהקלטה( דוגמה 

 עובדים.  25. דגמו באקראי 4000עם סטיית תקן של    ₪ 9000השכר הממוצע במשק הינו 

 ?אוכלוסיית המחקר? מהו המשתנה הנחקר הימי א. 
 מהם הפרמטרים של האוכלוסייה? ב. 
 מה התוחלת ומהי סטית התקן של ממוצע המדגם?ג. 
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 : דגימה מהתפלגות נורמאלית

 .2ושונות     מתוך אוכלוסייה שהמשתנה בה מתפלג נורמאלית עם ממוצעאם נדגום 

   ממוצע המדגם גם יתפלג נורמאלית:
2

,  , x

x
x N Z

n

 




  −
= 

 
. 

 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

 גרם וסטיית תקן   3400מתפלג נורמאלית עם ממוצע   משקל תינוק ביום היוולדו
 גרם.  400של 

 תינוקות אקראיים בעת הולדתם המשקל הממוצע   4שבמדגם של  מה ההסתברות
 ק"ג?  3.5-של התינוקות יהיה מתחת ל

 

 : משפט הגבול המרכזי

אזי עבור מדגם מספיק  2ושונות    אם אוכלוסייה מתפלגת כלשהו עם ממוצע

)גדול   )30n  ממוצע המדגם מתפלג בקירוב נורמאלי  :  
2

,x N
n



 
 
 

 . 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

 .גרם 4גרם וסטיית תקן של  100משקל חפיסת שוקולד בקו ייצור מתפלג עם ממוצע 
 . שוקולד אקראיותחפיסות   36דגמו מקו הייצור 

   ?גרם 102-מה ההסתברות שהמשקל הממוצע של חפיסות השוקולד שנדגמו יהיה מתחת ל 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

1

פרק 28התפלגות הדגימה ומשפט הגבול המר...

130

130



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                     כל הזכויות שמורות לברק קנדל ©                                         

 

 :שאלות

מתוך כלל הסטודנטים במכללה שסיימו סטטיסטיקה א נדגמו שני סטודנטים.   (1
 .15עם סטיית תקן של  78נתון שממוצע הציונים של כלל הסטודנטים היה  

 האוכלוסייה?  הימי .א

 מה המשתנה?  .ב

 מהם הפרמטרים?  .ג

 מהו גודל המדגם?  .ד

 מהו תוחלת ממוצע המדגם? .ה

 מהי טעות התקן?  .ו
 

 להלן התפלגות מספר מקלטי הטלוויזיה למשפחה בישוב מסוים: (2
 

 

 

 

  

 

 .X  ית ההסתברות של יבנו את פונקצ  .א

 .Xחשבו את התוחלת, השונות וסטיית התקן של   .ב

 התוחלת, משפחות מהישוב עם החזרה מה תהיה   4אם נדגום  .ג
 התקן של ממוצע המדגם?מהי השונות ומהי סטיית 

 

קבלו, מה תהיה  נטיל קובייה פעמיים ונתבונן בממוצע התוצאות שיתאם  (3
 סטיית התקן של ממוצע זה? התוחלת ומה תהיה 

 

 גרם וסטיית  3400עם ממוצע   תמשקל תינוק ביום היוולדו מתפלג נורמאלי (4
   .גרם 400תקן של 

 גרם?  3800- מה ההסתברות שתינוק אקראי בעת הלידה ישקול פחות מ .א
 

 תינוקות.   4וים נולדו נתון כי ביום מס 

 ? ק"ג 4מה ההסתברות שהמשקל הממוצע שלהם יעלה על  .ב

 ק"ג?  2.5-מה ההסתברות שהמשקל הממוצע של התינוקות יהיה מתחת ל .ג

היה רחוק מהתוחלת  מה ההסתברות שהמשקל הממוצע של התינוקות י .ד
 גרם?  50-מ  בלא יותר

משתנה אם היה  הסבירו ללא חישוב כיצד התשובה לסעיף הקודם הייתה   .ה
 תינוקות?  4- מדובר על יותר מ

 

 מספר מקלטים מספר המשפחות
500 0 
2500 1 
3500 2 
3000 3 
500 4 

 סך הכול 
10000N =  
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ס"מ   175ת של הגובה של המתגייסים לצה"ל מתפלג נורמאלית עם תוחל (5
   .חיילים 16ס"מ. ביום מסוים התגייסו  10וסטיית תקן של 

   ?ס"מ 190מה ההסתברות שהגובה הממוצע שלהם יהיה לפחות   .א

   ? ס"מ 180מה ההסתברות שהגובה הממוצע שלהם יהיה בדיוק   .ב

 מה ההסתברות שהגובה הממוצע שלהם יסטה מתחולת הגבהים בפחות   .ג
   ?ס"מ 5-מ

 הגובה הממוצע של המדגם יהיה    90% מהו הגובה שבהסתברות של .ד
 נמוך ממנו? 

 

דקות   16שונות של דקות עם   30הזמן הממוצע שלוקח לאדם להגיע לעבודתו  (6
 פעמים.  5נוסע לעבודה במשך שבוע האדם  רבועות.
 . תפתרון הניחו שזמן הנסיעה לעבודה מתפלג נורמאליהלצורך  

 דקות?  33מה ההסתברות שבמשך שבוע משך הנסיעה הממוצע יהיה מעל  .א

 ממוצע משך הנסיעה השבועי יהיה   90%מהו הזמן שבהסתברות של  .ב
 גבוה ממנו? 

דקות   30-וחק ממה ההסתברות שממוצע משך הנסיעה השבועי יהיה מר .ג
 דקות?  2בלפחות 

כיצד התשובה לסעיף הקודם הייתה משתנה אם האדם היה נוסע   .ד
 פעמים בשבוע? 6לעבודה 

 

 סמ"ק וסטיית תקן   750עם תוחלת של  תנפח היין בבקבוק מתפלג נורמאלי (7
 סמ"ק.   10של 

בקבוקי יין. מה ההסתברות שהנפח הממוצע של הבקבוקים    4בארגז  .א
 סמ"ק?   755בארגז יהיה בדיוק 

בקבוקי יין. מה ההסתברות שהנפח הממוצע של הבקבוקים    4בארגז  .ב
 סמ"ק?   755-בארגז יהיה יותר מ

בקבוקי יין. מה ההסתברות שהנפח הממוצע של הבקבוקים    4בארגז  .ג
 סמ"ק?   755בארגז יהיה לפחות 

 בקבוקיי היין שבארגז נמזגים לקערה עם קיבולת של שלושה ליטר.   .ד
 מה ההסתברות שהיין יגלוש מהקערה? 

 

 . 4וסטיית תקן  80עם תוחלת  תמשתנה מתפלג נורמאלי  (8

יותר מיחידה    מה ההסתברות שממוצע המדגם יסטה מתוחלתו בלא .א
 ?9כאשר גודל המדגם הוא  

א יותר מיחידה  מה ההסתברות שממוצע המדגם יסטה מתוחלתו בל .ב
 ? 16שגודל המדגם הוא 

 הסבר את ההבדל בתשובות של שני הסעיפים.  .ג
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 :טשרטו בבקזינו ישנה רולטה. על הרולטה רשומים המס' הבאים כמוראה  (9
 
 
 
 
 

 מסובב את הרולטה וזוכה בסכום הרשום על הרולטה. אדם 

 במשחק בודד.  הת ההסתברות של סכום הזכיי י בנו את פונקצי .א

 ? ההתוחלת ומה השונות של סכום הזכיי מה  .ב

פעמים מה התוחלת ומה השונות של    5אם האדם ישחק את המשחק  .ג
 בחמשת המשחקים?  ה ממוצע סכום הזכיי

 פעם מה ההסתברות שבסה"כ   50אם האדם משחק את המשחק  .ד
 ומעלה?   ₪ 1050-יזכה ב 

 

 לפי הערכות הלשכה המרכזית לסטטיסטיקה השכר הממוצע במשק   (10
 .  ₪ 3000עם סטיית תקן של  ₪ 8000הוא  

 עובדים השכר הממוצע יהיה יותר   100מה ההסתברות שבמדגם מקרי של 
 ? ₪ 8500-מ
 

 פעמים.   50 הוטלה  ה קוביי (11
 ? 3.72מה ההסתברות שהממוצע של התוצאות יהיה לפחות 

 

 . ס"מ  10ס"מ וסטיית תקן של   70ר הינו עם ממוצע של אורך צינור שמפעל מייצ  (12

מוטות, מה ההסתברות שממוצע אורך המוטות   100נלקחו באקראי  .א
 ס"מ?  78ל   68יהיה בין  

 ני הבניינים  בניינים באמצעות מוטות. המרחק בין ש  2יש לחבר  .ב
 המוטות יספיקו למלאכה?  100-ההסתברות שס"מ. מה   7200הינו 

  5%סתברות של המדגם המינימאלי, כדי שבהמה צריך להיות גודל   .ג
 . במשפט הגבול המרכזי ור היעזס"מ.  69-קטן מממוצע המדגם יהיה 

 

 ת ההסתברות הבאה:י נתון משתנה מקרי בדיד בעל פונקצי (13
 

X 8 6 4 2 

( )P X 
1

4
 

1

4
 

1

4
 

1

4
 

 

 . 50מתוך התפלגות זו נלקח מדגם מקרי בגודל 
 ? 5- מה הסיכוי שממוצע המדגם יהיה קטן מ
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)- נתון ש (14 )2,X N   . תצפיות מאותה התפלגות והתבוננו בממוצע   5דגמו

)  :לכן .X המדגם )P X  (בתשובה הנכונה ובחר )יהיה : 

 .0 .א

 . 0.5 .ב

 .1 .ג

 לא ניתן לדעת.  .ד
 

 .2ושונות     :מתפלג כלשהו עם תוחלת X- נתון ש (15
 פי משפט הגבול מתוך ההפלגות הנתונה ל 200חליטו לבצע מדגם בגודל ה

 : (בתשובה הנכונה  ו)בחר המרכזי מתקיים 

  .א
2

,
200

X N



 
 
 
 

. 

 .ב
2

,
200

N


 
 
 
 
 

. 

) .ג )2,X N  . 

 .ד
2

,
200

X N



 
 
 

. 

)- נתון ש (16 )2,X N    אם נדגום .n 1  : תצפיות מתוך ההתפלגות ונגדיר

n

i

i

X

X
n

==


,

 
 : בתשובה הנכונה( ו)בחר אזי

 יהיו משתנים מקריים.X- ו  .א

 קבוע.   X- יהיה משתנה מקרי ו   .ב

 קבוע.  -יהיה משתנה מקרי ו  X .ג

 יהיו קבועים.   X- ו  .ד
 

החפיסות נארזות    .גרם 100שקל חפיסת שוקולד בקו ייצור מתפלג עם ממוצע מ (17
שהמשקל הממוצע  חפיסות שוקולד אקראיות. ההסתברות  36בקרטון המכיל 

 . 0.9932גרם הוא  99יהיה מעל  בקרטון של חפיסות השוקולד

   ?מהי סטיית התקן של משקל חפיסת שוקולד בודדת .א

יהיה עם משקל ממוצע   קרטונים בדיוק קרטון אחד  4מה הסיכוי שמתוך  .ב
 גרם? 100-מה הנמוך  לחפיס
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 . 20משתנה מקרי כלשהו מתפלג עם סטיית תקן של  (18
תלויות מאותה התפלגות אזי ממוצע  תצפיות בלתי   100וי שאם נדגום  מה הסיכ 

 ? 2- המדגם יסטה מתוחלתו בפחות מ
 

מספר המכוניות הנכנסות לחניון "בציר" במשך היום מתפלג פואסונית עם קצב   (19
כנסות בכל  סר נתונים על מספר המכוניות שנשל מכונית אחת לדקה. שומר מ

 נתונים.  שעות שאסף  40שעה לגבי  
מה ההסתברות שממוצע מספר המכוניות שנכנסו לחניון לשעה בשעות אלה  

 ? 63יהיה לפחות 
 

  ומבצעים מדגם, 2  ושונות הוכיחו שאם משתנה מתפלג כלשהו עם תוחלת   (20
אזי מתקיימות התכונות הבאות   , תצפיות בלתי תלויות מהמשתנהשל  nבגודל  

)  לגבי ממוצע המדגם: )E x = ו -( )
2

V x
n


=. 
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 תשובות סופיות:

  ב. ציון.  . שסיימו סטטיסטיקה אכלל הסטודנטים במכללה א.  (1
 . 2ד.     . 15, סטיית תקן: 78ג. ממוצע: 

 . 10.6ו.         . 78ה. 

 טבלה:  להלןא.  (2

2.05 ב. = ,2 0.9475 =  ,0.973 = 

2.05 ג.  
X

 =  ,2 0.2369
X

 = ,( ) 0.486X = 

3) 3.5
X

 =, ( ) 1.21X =. 

 . 0.1974ד.  . 0 ג.  . 0.0013 ב.    .0.8413א.  (4

 . 178.205ד.  . 0.9544ג.    . 0ב.    . 0א.  (5

 ד. התשובה הייתה קטנה. . 0.2628ג.   .27.71ב.   . 0.0465א.  (6

 . 0.5ד.  . 0.1587ג.   . 0.1587ב.    . 0א.  (7

 . 0.6826ב.   . 0.5468א.  (8

 . 68.75השונות: , 22.5התוחלת:  ב.        להלן טבלה: א. (9
 

 

 

 . 0.8997ד.    . 13.75השונות:  , 22.5התוחלת: ג. 

10) 0.0475 . 

11) 0.1814 . 

 . 271ג.   . 0.0228ב.   . 0.9772א.  (12

13) 0.5 . 

 .ב' (14

 .ד' (15

 .ג' (16

 . 0.25ב.  . 2.429א.  (17

18) 0.6826 . 

19) 0.0071 . 

 שאלת הוכחה.  (20

X 0 1 2 3 4 

( )P X 0.05 0.25 0.35 0.3 0.05 

X 10 20 30 

( )P X 0.25 0.25 0.5 
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 חוק המספרים הגדולים: 

 :רקע

חוק המספרים הגדולים מתייחס להשפעת הגדלת גודל המדגם על הסיכוי של  
 תית  ילהיות קרובה מהפרופורציה האמ  (או ממוצע המדגם) פרופורציית המדגם 

 . מתי(יאו מהממוצע הא )
 

 החוק לגבי פרופורציה:  

נניח שמבצעים מדגם מקרי מתוך אוכלוסייה אינסופית בה פרופורציית ההצלחות  
( תהיה בקרבת  p̂כך הסיכוי שפרופורציית המדגם )  ר:ככל שהמדגם גדול יות  ,pהיא  

 ( גבוה יותר. Pהפרופורציה באוכלוסייה ) 
 . חריג הרחוק מהפרופורציה של האוכלוסייה קטן יותרולכן הסיכוי לקבל ערך  

  בכתיבה מתמטית רושמים את חוק המספרים הגדולים לגבי הפרופורציה באופן

lim   :הבא n
n

P P
→

=. 

 בספרות המקצועית קוראים לחוק הזה החוק החזק של המספרים הגדולים. 

)   הבא:את החוק החלש של המספרים הגדולים רושמים באופן   )ˆ| | 1
n

P P P 
→

−  →. 

יה  ככל שהמדגם גדל הסיכוי שפרופורציית המדגם תהיה בדיוק הפרופורצ הערה:
 תית הולך וקטן.י האמ

 נניח שמבצעים מדגם מקרי מתוך התפלגות שבה התוחלת  החוק לגבי ממוצע:  

( יהיה  Xהסיכוי שממוצע המדגם ) כך   ,ככל שהמדגם גדול יותר. והשונות סופית

הסיכוי לקבל ערך חריג הרחוק    ,לכן ( גבוה יותר.בקרבת הממוצע באוכלוסייה ) 

בכתיבה מתמטית רושמים את חוק המספרים   .מהממוצע של האוכלוסייה קטן יותר

lim   :הבא הגדולים לגבי הממוצע באופן n
n

X 
→

=. 

 בספרות המקצועית קוראים לחוק הזה החוק החזק של המספרים הגדולים. 

)   את החוק החלש של המספרים הגדולים רושמים באופן הבא: )| | 1
n

P X  
→

−  →. 

 

 :דוגמה )פתרון בהקלטה( 

במדגם   איזה סיכוי יותר גבוה? מהאוכלוסייה מובטלת. 20%באוכלוסייה מסוימת 
 . 4%-תית בלא יותר מ י ה האמפרופורציית המובטלים תסטה מהפרופורצי  100בגודל 

תית בלא יותר  ייה האמפרופורציית המובטלים תסטה מהפרופורצ 200במדגם בגודל  
 . וריהסב . 4%-מ
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 :שאלות

   ?איזה סיכוי יותר גבוה מהאוכלוסייה מובטלת. 20%באוכלוסייה מסוימת  (1

 חמישה יהיה מובטל. אחד מתוך מדגם של   .א

 .ווחשב   ור יהסב מובטלים.שניים מתוך עשרה יהיו   .ב
 

 ?יותר גבוה מהאוכלוסייה מובטלת. איזה סיכוי 20%באוכלוסייה מסוימת  (2

 יהיו מובטלים  10מתוך  3לפחות  .א

 ו. ר יהסב . יהיו מובטלים  100מתוך  30לפחות  .ב
 

וסטיית תקן  ס"מ   170גובה של אוכלוסייה מסוימת מתפלג נורמלית עם ממוצע   (3
 אנשים באקראי.  4ס"מ. דוגמים   10של 

 ס"מ.  176מה ההסתברות שהגובה הממוצע שלהם יהיה מעל  .א

כיצד התשובה לסעיף הקודם הייתה משתנה אם הינו מגדילים את גודל   .ב
 ו. המדגם? נמק 

 

 אנשים. 10מהציבור. נדגמו באקראי   60%ידוע שבהצעת חוק מסוימת תומכים   (4

 מהמדגם תומכים בהצעת החוק?   60%מה ההסתברות שבדיוק   .א

 אנשים?  20כיצד התשובה הייתה משתנה אם היו דוגמים  .ב
 

תצפיות והשני    20שני חוקרים ביצעו מדגם מאותה אוכלוסייה. חוקר א דגם   (5

 . 40X- ו 20X  :תצפיות וכל אחד מהם חישב את ממוצע המדגם  40דגם 

 .  500שהתפלגות היא נורמלית ושהתוחלת באוכלוסייה הינה  ידוע 
 בסעיפים הבאים נמקו אילו הסתברויות מהזוגות המוצגים גדולה יותר או 

 שהן שוות ונמקו. 

) .א )20 500P X    או( )40 500P X . 

) .ב )20480 520P X    או( )40480 520P X . 

) .ג )20 490P X    או( )40 490P X . 

 

)   נתון ש: (6 )0.1X G P מההתפלגות הזו   nמבצעים מדגם אקראי בגודל  . =

  :ומחשבים את ממוצע המדגם
nX. 

lim   ו:ח יהוכ  10n
n

X
→

=. 
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 :סופיות תשובות 

 אחד מתוך מדגם של חמישה יהיה מובטל.  (1

 . יהיו מובטלים 10מתוך  3לפחות  (2

 . קטנה ב.  . 0.1151א.  (3

 . ב. קטן  . 0.2508א.  (4

)א.  (5 ) ( )40 20500 500P X P X = . 

) ב.  ) ( )40 20480 520 480 520P X P X    . 

)ג.  ) ( )40 20490 490P X P X  . 

 שאלת הוכחה.  (6
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 ת פתרון מערכת משוואות לינאריו

 שאלות 

 אילו מהמערכות הבאות הן מערכות שקולות:  ומצא  (1
 

 

 את המטריצות המתאימות למערכות המשוואות הבאות:  מורש (2
 

 
 ,בזו אחר זו ,את הפעולות הרשומות מתחתיה מטריצה  על כל  ובצע 5-3בשאלות 

 לימין ומלמעלה למטה(. )סדר הפעולות הוא משמאל את המטריצה המתקבלת וומצא

3) 

1 2 1 1

3 3 1 1 3

, 2

,

3 5 1 0

2 1 4 2

5 0 2 6

R R R R

R R R R R

 →

→ + 

− 
 
 
 − 

 4) 

2 2 2 2 1

2 3 3 3 2

4 ,

, 3

4 1 0 2

1 2 1 0

0 3 1 1

R R R R R

R R R R R

→ → +

 → −

 
 
−
 
 − 

 5) 

11 3 2 2 3

1 1 2

3 , 3

5 8

3 4 8 1

2 3 6 0

1 4 5 1

R R R R R R

R R R

+→ → +

→ −

− 
 

−
 
 − − 

 

 

 , איזה פעולה אלמנטרית אחת יש לבצע על המטריצה שמשמאל  ומצא (6
 כדי לקבל את המטריצה מימין: 

 . א
1 2 4 6 3 9

4 1 1 4 1 1

− −   
→   

   
 

 .ב

1 0 4 1 1 0 4 1

4 2 1 1 0 2 17 3

0 1 0 4 0 1 0 4

− −   
   

→ −
   
   
   

 

 . ג

1 0 1 0

0 1 4 2

4 4 4 4

   
   

→
   
   
   

 

  

 . א
10 11

2 2 0

x y

x y

+ =

− =
 .ב 

4 7

1

x y

x y

− = −

− = −
 . ג 

0

2 3

x y

x y

− =

+ =
 .ד 

2 4

3

x y

x y

+ =

+ =
 

 . א
10 11

2 2 0

3

x y

x

x y

+ =

− =

+ =

 .ב 
4 7

1

5

x y z

x y

x y z

− + = −

− = −

+ + =

 . ג 
2 3

0

x y z

x z

+ + =

− =
 .ד 

3

2 4

8

x

x y

z t

=

+ =

+ =
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 מדורגת את המטריצות הבאות לצורה  ואיהב 15-7בשאלות 
 (: קנונית מדורגתלצורה  גם –  13-ו 11, 9,  7 שאלותב)

7) 

1 2 3 2 4 1

2 5 8 1 6 4

1 4 7 5 2 8

− − 
 

− −
 
 − 

 8) 

3 6 3 6 5

2 4 1 2 3

1 2 1 2 1

− 
 

−
 
 − 

 

9) 

1 2 1 3

1 3 1 5

3 8 4 17

− 
 
 
 
 

 10) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

11) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 

 12) 

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 1

 
 
 
 
 
 

 

13) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

3 2 5 1 1

 
 
 
 − − −
 
− − − 
 − − − 

 14) 

1 3 2 2 3

1 4 3 4 2

2 3 1 2 9

1 3 0 2 1

2 5 3 2 1

1 5 6 6 3

− 
 

− 
 − −
 
 
 
  − 

 

15) 
1 1

1 2

2 1 3

F , F

i

i i

i i

+ 
 

+ 
 + + 

= =

 
 

 

 . ופעם מעל השדה  ה  לדרג את המטריצה פעם מעל השד יש 15בשאלה * 
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 :רוג( יו את מערכות המשוואות בשיטת גאוס )כלומר, על ידי דרפת 27-16בשאלות 

16) 
2 3 8

5 4 3

x y

x y

+ =

− = −
 17) 

4 8 20

3 6 15

x y

x y

+ =

+ =
 

18) 
8 4 10

6 3 1

x y

x y

− =

− + =
 19) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5

3 2 2 5

10 6 2 32

x x x

x x x

x x x

− − =

− + =

− − =

 

20) 
2 3 11

2 3 5

3 2

x y z

x y z

x y z

+ + = −

+ − = −

+ − =

 21) 
2 3 3

4 6 16 8

3 2 17 1

x y z

x y z

x y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

22) 
3 2

2 1

2

x y

x y

x y

+ =

+ = −

− = −

 23) 
4 7 0

8 14 2

16 28 4

x y

x y

x y

− =

− =

− + =

 

24) 
3 2 1

9 6 3

6 4 2

x y

x y

x y

− =

− + = −

− =

 25) 
2 3 2 2

2 5 8 6 5

6 8 10 4 8

x y z t

x y z t

x y z t

+ − + =

+ − + =

+ − + =

 

26) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 13 3

3 2 5 2

2 2 3 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

+ + − =

− + + =

+ + − =

 27) 

2 2 2

3 2 5

2 5 3 4

2 8 12 0

x y z

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − =

− + = −

+ + =

 

 

: F השדהמעל  ,ו את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוסרפת (28

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 

 F= . א

 F= .ב
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 תשובות סופיות 

 שקולות. ד -ב ו-ג שקולות, ו-א ו (1

א.  (2

1 10 11

2 0 2

1 1 3

 
 
 
 
 

ב.   

1 4 1 7

1 1 0 1

1 1 1 5

− − 
 

− −
 
 
 

ג.  
2 1 1 3

1 0 1 0

 
 

− 
 

ד.  

1 0 0 0 3

2 1 0 0 4

0 0 1 1 8

 
 
 
 
 

 

3) 

9 2 6 8

3 5 1 0

4 2 8 2

 
 

− 
 
 

 4) 

4 1 0 2

0 3 1 1

0 0 1 5

 
 

− 
 
 

 5) 

0 0 4 4

0 5 4 2

1 4 5 1

− 
 

− 
 − − 

 

א.  (6
1 1 22R R R→ ב.   +

2 2 14R R R→ ג.  −
2 2 12 4R R R→ + 

7) 

1 2 3 2 4 1

0 1 2 3 2 2

0 0 0 1 2 3

− − 
 

− −
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 24 21

0 1 2 0 8 7

0 0 0 1 2 3

 
 

− − −
 
 
 

 

8) 

1 2 1 2 1

0 0 3 6 1

0 0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 

  

9) 

1 2 1 3

0 1 2 2

0 0 3 4

− 
 
 
 
 

-ו 

17
3

2
3

4
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 

− 
 
 

 

10) 

1 3 1 2

0 11 5 3

0 0 0 0

0 0 0 0

− 
 

−
 
 
 
 

  

11) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

 
 

− −
 
 
 
 

-ו  

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 

  

12) 

0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0
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13) 

1 2 1 3 5

0 1 1 5 4

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 

− − 
 
 
 
 
 

-ו 

1 0 1 0 0

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 
 
 

  

14) 

1 3 2 2 3

0 1 1 2 1

0 0 2 0 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

− 
 

− − 
 −
 
 
 
  
 

 

15) 

1 1 1 1

1 2 , 0 0

0 0 0 0

F F

i i

i i

+ +   
   
+   

   
   

= =

 

16) ( ), (1, 2)x y = 17) ( ), (5 2 , )x y t t= − 18)  

19)  20) ( ) ( )1 2 3, , 1, 3, 2x x x = − −  

21) ( ) ( ), , 1 7 , 2 2 ,x y z t t t= − − + 22) ( ), ( 1,1)x y = − 

23)  24) ( )
1 2

, ,
3

t
x y t

+ 
=  
 

  

25) ( ) ( ), , , 2 ,1 2 2 , ,x y z t a b a b a b= − + + − 26)  

27) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = −  

א.  (28
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= ב .   −

1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )
F

z z z i t i t
=
= − + + + 
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 חקירת מערכת משוואות לינאריות )עם פרמטר(

 שאלות

 : )אם יש כאלה( יש למערכות kלאילו ערכי   ומצא  1-6בשאלות 
 . . אינסוף פתרונות3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

1) 2 2

1

5 7 ( 3) 1

3 ( 3) 3

x y z

x y k z k

x y k z

− + =

− + + = +

− + + =

 2) 

1

1

1

x ky z

x y kz

kx y z

+ + =

+ + =

+ + =

 

3) 

2 0

3 2

9 5 2

x ky z

x y kz

x ky z

+ + =

+ + =

+ + = −

 4) 

2

2 0

2 0

5 (1 ) 1

x y z

x y z

x k y k z

− + =

+ − =

+ − + =

 

5) 

2

1

( 2) 2

( 1) 9

kx y

k x ky

k z

− =

− + = −

− =

 6) 

3 2

4

3 (2 ) 0

x ky z

kx y z

x y k z

+ + =

− + =

+ + + =

 

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות:  kלאילו ערכי   ומצא  7-9בשאלות 
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

7) 
2

2

2 3

( 3) 2 5

6 3 7 2

x ky

k x y k

x ky k

+ =

+ + = +

+ = +

 8) 
2

2 3 1

4 ( 5 ) 2

x y z

x k k y z k

− + =

+ − + =
 

9) 

3 4 2

2 1

8 3

2 6 2 0.5 1

x y z

kx y z

x y z k

x y z k

+ − =

− + = −

+ − =

+ − = +

  

 

 )אם יש כאלה( יש למערכות: bושל   aלאילו ערכים של    ומצא  10-12בשאלות 
 . פתרונות. אינסוף  3. אף פתרון.     2. פתרון יחיד.     1

10) 
2 4

7 10 16 7

2 3 1

x y z b

x y z

x ay z

+ − =

− + =

− + =

 11) 

2 4 1

2 4 4

2 4 0

2 6 2

x y az

x y z

x y z

x y z b

+ + = −

+ + = −

+ − =

+ + = −

 12) 
1

3 2 1

x y z t

ax y z t b

x y at a

+ − + =

+ + + =

+ + = +
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  נתונה מערכת המשוואות: (13

1

2 2

3

x az

y z

bx cy dz

+ =

+ =

+ + =

 

,תנאי עבור   ומצא .א , ,a b c d, .כך שלמערכת יהיה פתרון יחיד 

,תנאי עבור   ומצא .ב ,b c d,   כך שלכלa,  .למערכת יהיו אינסוף פתרונות 
 

2נתונה המערכת:     (14 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 את המטריצה המתאימה למערכת המשוואות.  מורש .א

 את הצורה המדורגת של המטריצה מסעיף א.מו רש .ב

 יש למערכת:   kלאילו ערכי   ומצא .ג
 . אינסוף פתרונות. 3  . אף פתרון. 2  . פתרון יחיד. 1

 את הפתרון הכללי במקרה בו יש אינסוף פתרונות.  מורש .ד

0zיש למערכת פתרון שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ה =. 

0zיש למערכת פתרון יחיד שבו   kלאילו ערכי   ומצא .ו =. 

,1)פתרון של המשוואה השלישית הוא   kעבור איזה ערך של  ומצא .ז 2,3) .
 . ור יהאם ייתכן שהפתרון הנ"ל הוא גם פתרון של כל המערכת? הסב 

 הוא הפתרון היחיד של המערכת.  k ,(1,0,0)ך של  לאיזה ער ומצא .ח

 

  מישורים:  3נתונות המשוואות של  (15

3 3

2 1

1

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + = −

. 

 שלושת המישורים:   m  עבור אילו ערכים של הקבוע וג מצא -בסעיפים א 
 נפגשים בנקודה אחת )מצא נקודה זו(.  .א
 לא נפגשים באף נקודה.  .ב
 משותפות )מצא נקודות אילו(.בעלי אינסוף נקודות  .ג
 המישורים מתלכדים או מקבילים?   3עבורו  mהאם קיים ערך של   .ד
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 תשובות סופיות 

1) 1 .1, 2k k  − 2  .1k = 3 .2k = − 

2) 1 .1, 2k k  − 2  .2k = − 3  .1k = 

3) 1 .4
71,k k −    2  .4

7k =   3  .1k = − 

4) 1 .1, 0.4k k  − 2  .1, 0.4k k= = − 

5) 1 .1, 2k k   −   2  .1, 2k k=  = − 

6) 1 .1, 3, 2k k k −  −    3  .1, 3, 2k k k= − = − =  

7) 1 .1k = − 2  .1k   3  .1k =  

8) 2 .3k =    3 .3k  

9) 1 .1k    2 .1k = 

10) 1 .2a  2 .2, 3a b=  − 3 .2, 3a b= = − 

11) 2 .2.5b    6אוa  −.  3 .6, 2.5a b= − = 

12) 2 .2, 2a b=    3 .2, 2a b= 2aאו   = . 

2abא. (13 c d+   .0 ב, 1.5, 3b c d= = = 

2א.  (14 2

1 1 1 1

3 7 1 1

4 6 2 4

k k

k

− 
 

− + −
 
 − + 

2ב.     2

2 2

1 1 1 1

0 10 4 4

0 0 2 4

k k

k k k

− 
 

− + −
 
 − + + − 

  

2.  1ג.  , 1k k  −  .2  .1k = −  3  .2k )ד.  = ) ( ), , 1 0.2 ,0.8 ,x y z t t t= + 

2kה.    =             .2וk = 2kז.            − 2k, לא.          ח.   = = − 

,0א.  (15 2,3m  2,3mב.  − = 0mג.  −  לא. ד.  =
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 תפתרון וחקירת מערכת הומוגנית של משוואות לינאריו

 שאלות 

את המערכת   פתרו (1

2

2 6

4 2 5 12

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 − + =

. 

 . של המערכת ההומוגנית המתאימה  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

את המערכת   פתרו (2

2

2 6

4

x y z

x y z

x y z

− + =


+ + =
 + + =

. 

 . המערכת ההומוגנית המתאימה של  את הפתרון קבעו ,על סמך הפתרון
 

: נתונה המערכת (3

1

2

2 3

x y

x y z k

x my z

− =

− + − =
 + + =

. 

 אינסוף פתרונות.   עבורם למערכת ההומוגנית המתאימה, mאת ערכי    מצאו . א

 פתרון. עבורם למערכת, k  את ערכי  מצאו ,א- ב נמצאש  mעבור ערך   .ב

m,י  עבור ערכ . ג k  הכללי את הפתרון מצאו ,בסעיפים הקודמים נמצאוש 
 מערכת את הפתרון הכללי של ה קבעוו  ,הנתונה המערכת של 

 ההומוגנית המתאימה. 

 

)נתון שהחמישייה  (4 )4 2 4, , 2, ,t s t s t s− + − מהווה פתרון כללי של מערכת  +

 מבין הטענות הבאות נכונות:  אילו  קבעו ליניארית נתונה.

 המערכת הנתונה היא מערכת הומוגנית.  . א

)החמישייה  .ב  היא פתרון פרטי של המערכת הנתונה. , 4,0,2,0,0(

)החמישייה  . ג )4,0,  היא פתרון של המערכת הנתונה. , 2,1,1

)ממשי, החמישייה  aלכל  .ד )4 ,0, 2 ,0,0a a .אינה פתרון של המערכת הנתונה 

)החמישייה  .ה )4 2 , ,0, ,t s t s t s− −  היא פתרון כללי של המערכת , +

 המתאימה.  ההומוגנית

)החמישייה  .ו )0,1,0,1,  היא פתרון פרטי של המערכת ההומוגנית המתאימה.  , 2

 . 2מספר המשוואות לאחר דירוג הוא  ,במערכת הנתונה .ז
  

1
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 נתונה המערכת ההומוגנית (5

3 0

2 0

0

x my

mx y mz

x mz

+ =


+ − =
− + =

. 

 אוסף הפתרונות של המערכת.  W יהי
 הוא:  W )אם בכלל( m עבור אילו ערכים של הקבוע

 נקודה זו(. ונקודה )מצא  . א
 ישר זה(. וישר )מצא .ב
 מישור זה(. ומישור )מצא . ג

 

נתונה המטריצה  (6

1 2 3 4

2

4

3

a b c
A

d e f

g h i

 
 
 =
 
 
− 

. 

 .Aאת הצורה המדורגת של  A'- נסמן ב
ל ההומוגנית המתאימה יש יותר משתנים חופשיים ממשתנים מ"ידוע כי במ

 תלויים. 
 .Aמצאו את  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

)פתרון כללי של המערכת  (1 )3 1
2 24 , 2,t t t− − +. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה )3 1
2 2, ,t t t− −. 

)  למערכת פתרון יחיד (2 , , ) (1,1, 2)x y z =. 

)  למערכת ההומוגנית המתאימה פתרון יחיד )0,0,0. 

3mא.  (3 = 2k  ב. − = )פתרון כללי של המערכת ג.  . − , , ) ( , 1, )x y z t t t= −. 

)וא פתרון כללי של המערכת ההומוגנית המתאימה ה , , )t t t. 

 הטענה לא נכונה.ג.  הטענה נכונה.ב.  הטענה לא נכונה.א.  (4
 הטענה לא נכונה.ו.  הטענה נכונה.ה.  הטענה לא נכונה.ד. 
 הטענה לא נכונה.ז. 

,0א.  (5 2,3m  ). הנקודה היא − , , ) (0,0,0)x y z =. 

0mב. אם  x(0,0,1)נקבל ישר   = t= 2. אםm=  2)נקבל ישר, 1,1)x t= −, 

3mאם      ,3)נקבל ישר   = 3,1)x t= −. 
 עבורם נקבל מישור. mאין ערכים של ג. 

6) 

1 2 3 4

2 4 6 8

4 8 12 16

3 6 9 12

A

 
 
 =
 
 
− − − − 

 

1
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 ת שימושים של מערכת משוואות לינאריו

 שאלות

 רשת זרימה המתארת את זרם התנועה )במכוניות לדקה(   שלהלןבאיור  (1
 של מספר רחובות בתל אביב. 

 את תבנית הזרימה הכללית של הרשת.  ומצא .א

 , את תבנית הזרימה הכללית של הרשת ומצא .ב
ידוע שהכביש שהזרם שלו   אם

4x  .סגור 

 

מהו הערך המינימלי של   .ג
1x, אם ידוע ש -

4 0x =? 

 
 

 

 הוף וחוק אוהם(:כ )חוקי קיר את הזרמים במעגלים החשמליים ומצא  3-2בשאלות 

2)  

 

3)  

 

 

 שאלות נוספות הנוגעות בנושא מערכת משוואות לינאריות. ו)דטרמיננטות( תמצא 3* בפרק 

  

1
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 תשובות סופיות 

א.  (1
3x ו-  

5x   .חופשיים
1 3 5100x x x= + −  ,

2 3 5100x x x= − +  ,
4 560x x= − . 

ב. 
3x  .חופשי

1 340x x= +  ,
2 3160x x= −  ,

4 0x = ,
5 60x  . 40ג.   .=

1א.  (2 2 3

255 97 158
, ,

317 317 317
I I I= = = 

3) 1 2 3

5 7 6
, ,

22 22 11
I I I= − = = 

1
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 מטריצות 

 שאלות 

4נתונות המטריצות הבאות:   (1 6 4 6 6 2 4 2 6 4, , , ,A B C D E    . 

 אילו מבין המטריצות הבאות מוגדרות.  וקבע
 את סדר המטריצה: מובמידה והמטריצה מוגדרת, רש

 

,את    ומצא (2 ,x y z:אם ידוע כי , 
2 3 2 2 2 5

2 5 2 8 4 3 12

x y x y z z

x y x y z z

+ − − +   
=   

− + − − −   
. 

 
נתונות המטריצות הבאות:  3-8בשאלות 

 

2 3

4 0 1 4 2
4 1 1 4 2

1 2 , , , 1 0 1 ,
0 2 4 1 5

1 1 4 2 10

4 1 1 1 0 0
1 0

1 0 1 , , 0 1 0
0 1

4 1 1 0 0 1

A B C D

E I I

   
      

= = = = −      −      −   

   
    

= − = =    
    −   

 

 )במידה וניתן(:  וחשב

E . א  (3 D+ 3 .בE D I− + 

32 .ד 5C . ג  4D EI+ 

4)  ( )22 2tr D E−  

4 . א  (5 TC A+ ב. 
1 1

2 4

TA C+ 

6)  2I BC  

7)  ( )Ttr C C  

8)  DABC  

 

A . א B+ ב. AB ג . AC D− ד. AE B− 

B .ה AB+ ו. ( )E B A+ ז. ( )TE A D+ ח. TE B 

) . ט )E AC י. ( )E B A−   

1
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 .n ריבועית מסדרמטריצה  A  נתון כי (9
)נתון כי   )( ) 0A I A I− + = . 

Aהוכיחו או הפריכו:  I=   אוA I=− . 

 

2את כל המטריצות  נואפיי (10 2A   2שמקימות 4A I= −. 

 

טבעי מתקיים   nכי לכל  וחיהוכ (11
2 0 2 0

1 1 1 2 1

n n

n

  
=   

− −   
. 

 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שנדרש לדעת הוכחות באינדוקציה. 

 

ABיקראו מתחלפות אם  B-ו Aשתי מטריצות  (12 BA=. 
 הוכיחו או הפריכו על ידי דוגמה נגדית: 

מתחלפות עם המטריצה   B-ו Aאם המטריצות  . א
0 1

1 0

 
 
 

אז המטריצות  ,

A ו-B  .מתחלפות 

מתחלפת עם המטריצה  A אם המטריצה .ב
0 1

1 0

− 
 
 

TAאז  , A= −. 

 

 .nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (13

0TAAנתון כי    .=0A. הוכיחו כי  =

 מרוכבים? Aהאם הטענה נשארת נכונה אם איברי  
 אם כן, הוכיחו. אם לא, הביאו דוגמה נגדית. 

 

ABמטריצות ריבועיות המקיימות  B-ו A יהיו (14 BA= .)מטריצות מתחלפות( 

kטבעי מתקיים   k הוכיחו כי לכל . א kAB B A=. 

)טבעי מתקיים   kהוכיחו כי לכל  .ב )
k k kAB A B=. 

 

לפי נוסחת הבינום של ניוטון  (15
1

( )
n

n n k k

k

n
A B A B

k

−

=

 
+ =  

 
,   כאשר

, , ,A B n k . 

מטריצות ריבועיות  B-ו A האם נוסחת הבינום נשארת נכונה גם אם . א
 ?מסדר 

על מנת שנוסחת הבינום  ,B-ו A תנאי מספיק על המטריצות  ומצא .ב
 תהיה נכונה עבורן.

)את הפיתוח של    ומצא . ג )nA I+  ו- ( )nA I−, כאשר  A ו -I  ריבועיות מסדר

. 
 

  

1
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 את המונח מטריצה נילפוטנטית.  ימווהדג ורי. הגדא (16
 מטריצות מתחלפות ונילפוטנטיות. B-ו  A-נניח ש. ב

A-ו ABשגם המטריצות  וחיהוכ      B+  .נילפוטנטיות 

 

nתהי  (17 nA   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי min ,ija i j=. 

תהי 
n nB 

מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי:    
1 1

0
ij

i j n
b

else

+ = +
= 


. 

 בצורה מפורשת. B-ו A כתבו את המטריצות . א

Cמקיימת    Cהמטריצה   .ב A B= . 

1לכל  ijcומצאו נוסחה עבור   C חשבו את ,i j n . 

 

, כך שיתקיים Aמצאו מטריצה ממשית  (18
0 1 0 1

1 0 1 0

T

TA A A A
    

− = −    
− −    

. 
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 תשובות סופיות 

4א.  (1 6   .4ג.   לא.ב 2  .6ו.  לא. ה.   לא.ד 6  
6ז.  2   .6ט.   לא ח 4  .6י 6 

2) ( ) ( ), , 2,1, 1x y z = − 

א.  (3

5 5 3

0 0 0

8 3 9

 
 
 
 
 

ב.    

4 3 1

2 1 2

0 1 10

− − 
 
− 
 − − 

ג.   
5 20 10

20 5 25

 
 
 

 

ד.  

18 12 8

2 0 2

24 8 16

 
 
−
 
 
 

 

4) 230 

א.  (5

8 16

17 6

7 21

 
 
 
 
 

ב.    
2.25 1.5 0

1 1.25 1.75

 
 
 

 

6) 
8 17 13

8 2 10

 
 
− − − 

 

7) 63 

8) 

32 82 22

48 87 75

48 108 36

− − 
 
 
 − − 

 

 שאלת הוכחה. (9

10) 

2 4a
a

A c

c a

 +
− =

 
 − 

 

 שאלת הוכחה. (11
 שאלת הוכחה. (12
 שאלת הוכחה. (13
 שאלת הוכחה. (14
 הוכחה.א+ב. שאלת  (15

ג. 

1 2 1

1 2 1 1

( ) ...
0 1 2 1

( ) ... ( 1) ( 1)
0 1 2 1

n n n n

n n n n n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

n n n n n
A I A A A A I

n n

− −

− − +

         
+ = + + + + +         

−         

         
− = − + − + − + −         

−         

  

 שאלת הוכחה. (16

1
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א.  (17

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

1 2 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0

1 2 3 3 3 3 0 0 0 0 1 0 0

1 2 3 4 4 4 0 0 0 1 0 0 0

1 2 3 4 5 5 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 1 0 0 0 0 0 0

A B

n

   
   
   
   
   

= =   
   
   
   
   
   

 

ב.   

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

min , 14 4 4 3 2 1

5 5 4 3 2 1

5 4 3 2 1

ijC c i n j

n

 
 
 
 
 

= = + − 
 
 
 
 
 

 

18) 
1 1

1 1
A

− 
=  
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 סימטריות -מטריצות סימטריות ומטריצות אנטי

 שאלות 

TAתיקרא סימטרית אם  Aמטריצה ריבועית  A=, סימטרית אם - ואנטיTA A= − . 

 מטריצה ריבועית.  A-ידוע ש (1
 :)אחד או יותר( מי מבין הבאים נכון

1. TAA  .סימטרית 

2. TA A+  .סימטרית 

3. TA A− סימטרית.- אנטי 

 

 סימטריות מאותו סדר.- אנטי B-ו A-ידוע ש (2
 מי מבין הבאים נכון:

1. BABABA סימטרית.- אנטי 

2. 2 2A B−  .סימטרית 

3. 2A B+  .סימטרית 

 

ABסימטריות מאותו סדר ונתון כי   B-ו A-ידוע ש (3 BA= − . 
 מי מבין הבאים נכון:

1. 3AB סימטרית- אנטי. 

2. 2AB  .סימטרית 

3. 2( )A B−  .סימטרית 

 

ABאנטי סימטרית מאותו סדר ונתון כי   B- סימטרית וA-ידוע ש (4 BA=. 
 :וחיהוכ

1. AB סימטרית.- אנטי 

2. AB B+ סימטרית.- אנטי 

 

,נתון:  (5 ,A B AB .סימטריות מאותו סדר 

4כי   וחיהוכ 4 4 4A B B A=. 
 

 תשובות סופיות 

1) 1,2,3 
2) 2 
3) 1,2,3 
 הוכחה.שאלת  (4
 הוכחה.שאלת  (5

1
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 המטריצה ההופכית 

 שאלות 

 את ההפוכה של כל מטריצה.  ומצא 9-1בשאלות 
 על ידי כפל מטריצות מתאים. ותאת התשוב ובדק

1) 
1 2

3 4

 
 
 

 2) 
5 2

7 3

 
 
 

 3) 
4 1.5

2 1

 
 
 

 

4) 

1 0 2

4 1 8

2 1 3

 
 

−
 
 
 

 5) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

 
 

−
 
 
 

 6) 

2 1 1

3 2 2

5 3 4

− 
 

− 
 − 

 

7) 

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 8) 

1 4 2 4

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 
 

− − 

 9) 

1 1 0 1

4 2 2 3

2 1 2 1

4 0 2 2

 
 
 
 − −
 

− 

 

 

2המטריצה  kעבור אילו ערכים של הקבוע  (10

1 1 1

5 7 3

3 1 3

k

k

− 
 

− +
 
 − + 

 ? הפיכה 

 

 המטריצה kעבור אילו ערכים של הקבוע  (11

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

 
 
 
 
 
 
 
 

 ?הפיכה איננה 

 

 :X  את צווחל ,nהן הפיכות מסדר  21-41בשאלות  שהמטריצות וחיהנ

AXC . א  (12 D= 1 .ב 1A XC A DC− 1 . ג =− TP X P A− = 

1 . א  (13 2( )C A X D I− −+ 1 .ב = 1( )A AX X C− −− = 

14)      1T T TABC X BA C AB− =  

 

נתון  (15
1 2

4 9
B

 
=  
 

. 

)אם ידוע כי   ,Xאת  וחשב )
12 2B X B B I
−
= +. 

1
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1נתון  (16

1 0 2

4 1 8

2 1 3

B−

 
 

= −
 
 
 

1TBYBאם ידוע כי   ,Yאת    וחשב . B B−= +. 

 

1נתון  (17
2 3

4 7
A−  

=  
 

. 

) בנוסף כי: אם נתון ,Bאת  וחשב ) ( )
2 2

5 2 7TA B I A A
− −

+ =. 

 
 על הסעיפים הבאים: וענ (18

2המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  . א 5 2 0A A I− − =. 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

)המקיימת   מטריצה ריבועית Aנתון:  .ב 3 )( 2 ) 0A I A I− + = . 

 .I-ו Aבמונחי  −1Aאת   והפיכה ובטא  A  כי וחיהוכ

 

3  ן כינתו (19 2( ) 4 20 48p x x x x= − − + ,

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

. 

)את  וחשב . א )p A. 

 ,הפיכה A-ש וחיהוכ  ,)ולא בדרך אחרת(סעיף א בעזרת תוצאת  .ב

 בלבד. I-ו Aבעזרת  −1Aאת  וובטא
 

4מטריצה ריבועית המקיימת  A  כי נתון (20 0A =. 

 לא הפיכה.Aכי   וחיהוכ . א

Iכי המטריצה  וחיהוכ .ב A− את ההופכית שלה.  וומצא ,הפיכה 
 

  כי נתון (21
1

1

P AP B

Q BQ C

−

−

 =


=
 . 

1D-כך ש  ,Dכי קיימת מטריצה הפיכה  וחיהוכ AD C− =. 
 

 שכל המטריצות הנתונות ריבועיות, מאותו סדר והפיכות. וחי* הנ
 ניתן לנסח את השאלה כך: ,דמיון מטריצות* לסטודנטים המכירים את המושג *

 .C-דומה ל Aאז   ,C-דומה ל B-ו B-דומה ל A: אם וחיהוכ
 )כלומר יחס הדמיון הוא יחס טרנזיטיבי(

 

 

 . שאלות נוספות הנוגעות למטריצה ההפוכה ו)דטרמיננטות( תמצא 3בפרק  הערה: 
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A,תהיינה  (22 B  2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 כל אחת מהטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

AB . א BA=. 

2אם  .ב

nA AB I−  הפיכה.  Bאז בהכרח  , =

2אם  . ג

nA AB I−  הפיכה.  Aאז בהכרח  , =

)אם  .ד )
100

AB I= ,  אז בהכרח( )
100

BA I= . 

)אם  .ה )
100

0AB )אז בהכרח  , = )
101

0BA =. 

 

A,תהיינה  (23 B   מטריצות מסדרn n  2, עבורןA AB I+ =. 

AB-הוכיחו ש . א BA=. 

2B-אם נתון בנוסף ש .ב BA+  ,היא מטריצת האפס 
 היא מטריצת האפס.  Bהוכיחו שגם 

 
A,תהיינה  (24 B.מטריצות כלשהן 

 את הטענות הבאות:  יכואו הפר וחיהוכ

ABאם  . א I=  1אזB A−=. 

A,היא מטריצה ריבועית, אזי ABאם המכפלה  .ב B.מטריצות ריבועיות 

A,היא מטריצה הפיכה, אזי ABאם המכפלה  . ג B .מטריצות ריבועיות 

 לא הפיכה. ABהמכפלה   .ד

 מטריצה ריבועית. Bמוגדרת, אזי ABמטריצה ריבועית והמכפלה  Aאם  .ה

 

2Aתיקרא אידמפוטנטית אם   Aמטריצה ריבועית  (25 A=. 
 :וחיהוכ

Aלמעט המקרה בו   . א I= .מטריצה אידמפוטנטית היא לא הפיכה , 

יחידה נקבל מטריצה ה אם נחסר מטריצה אידמפוטנטית ממטריצת  .ב
 אידמפוטנטית. 

 ,2מסדר  תמטריצה אידמפוטנטית ריבועי Aאם  . ג
) אז ) 1tr A  מטריצה אלכסונית.   A-או ש =

  nAאידמפוטנטית   A .ד A=,  לכלn  .טבעי 

 

)נתונה  (26 ), , ,

a b c d

b a d c
a b c d M

c d a b

d c b a

 
 
− −

  =
 − −
 
− − 

. 

,מצאו תנאי על הקבועים  , ,a b c d כך ש-M  1תהיה הפיכה ומצאו אתM − 

 מקרה זה.ב
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נתון כי   (27
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A

  

  

  

 
 

=  
 
 

 הפיכה. 

 את מספר הפתרונות של המערכת. לגבי כל אחת מהמערכות הבאות קבע 

 . א
11 12 13

21 22 23

31 32 33

x y

x y

x y

  

  

  

+ =

+ =

+ =

  

 .ב
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

4 1

3 4

x y z w

x y z w

x y z w

  

  

  

+ + + =

+ + − =

+ + + = −

 

 . ג
11 21 31

12 22 32

13 23 33

3

1

1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

+ + =

+ + =

+ + =

  

 

A,תהיינה  (28 B   מטריצות מסדרn n. 
 הוכיחו:

2BAאם  . א I A= 2Bוגם  − AB= 0Bאז  ,− =. 

2אם  .ב 2A I=,  אזA I+ ו-A I−  .הפיכות 
 

A,תהיינה  (29 B   מטריצות מסדרn nכך ש ,-( ) 2 31 2B A B= וגם  −

( ) 3 22 3B AB I+ =. 

 .Bבאמצעות   −1B-ו −1Aהפיכות, ובטאו את  B-ו A-הוכיחו ש
 

A,תהיינה  (30 B   מטריצות מסדרn n2-, כך שBA I B+ =. 

 הפיכה. B-הוכיחו ש . א
 סימטרית.  B-ידוע ש .ב

 סימטרית.   A  הוכיחו כי
 

0nA- טבעי כך ש n )כלומר, קיים מטריצה נילפוטנטית Aתהי   (31 =.) 
 לא הפיכה. A  הוכיחו כי . א
Iהוכיחו כי    .ב A− ו-I A+  .הפיכות 

2נגדיר:  . ג 31 1 1 1
... ...

1! 2! 3! !

A ne I A A A A
n

= + + + + + +. 

Aeהוכיחו: אם  I=   0אזA=. 
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 .n, מסדר B-ו A נות שתי מטריצות,נתו (32
 סמנו את הטענה שנכונה בהכרח: 

 רגת קנונית. יש אותה צורה מדו TA-ול A- ל . א

A,אם  .ב B  מדורגות קנונית, אזA B+  .מדורגת קנונית 

A,אם  . ג B  מדורגות קנונית, אזA B−  .מדורגת קנונית 

בצורה  אפסים, אז גם  שורת  יש Bאם בצורה המדורגת קנונית של  .ד
 . אפסיםשורת  יש ABהמדורגת קנונית של 
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 תשובות סופיות 

1) 
2 1

1.5 0.5

 
 

− 
 2) 

3 2

7 5

− 
 
− 

 3) 
1 1.5

2 4

− 
 
− 

 

4) 

11 2 2

4 1 0

6 1 1

− 
 

− 
 − − 

 5) 

8 1 3

5 1 2

10 1 4

− − 
 
−

 
 − 

  

6) 

2 1 0

2 3 1

1 1 1

− 
 

− 
 − − 

 7) 
1 1
2 2

1 1
3 3

1 1
4 4

1 0 0 0

0 0

0 0

0 0

 
 
− 
 −
 

− 

  

8) 

7 10 20 4

2 3 6 1

3 5 8 2

1 2 3 1

− − 
 
− −
 
 − −
 
− − 

 9) 

7 2 3 1

10 3 5 2

10 3 4 1.5

4 1 2 1

− − 
 
− −
 
 − −
 

− − 

  

10) 1, 2k k  − 11) 1, 4k k= = −  

1 א.  (12 1A DC− ). ג   D.  ב  − )1
T

T TP A P− 

2CDא.  (13 A−    .ב( )
1

1A C A
−

−+ 

14) 1( )T T TBA C B BC− 15) 
5 1

4
2 1

X
− 

=  
− 

 

16) 

22 86 38

64 246 114

60 238 100

Y

 
 

=  
 
 

 17) 
264 4501

448 768245
B

 
=  

 
 

1א.  (18 0.5 2.5A A I− = 1ב.    − 1 1
6 6

A A I− = − 

 א. (19

0 0 0

( ) 0 0 0

0 0 0

f B

 
 

=
 
 
 

1ב.     21 1 5

48 12 12
B B B I− = − + + 

1ב.     הוכחה.שאלת א.  (20 2 3( )I A I A A A−− = + + + 

 הוכחה.שאלת  (21
 הוכחה.שאלת  (22
 הוכחה.שאלת  (23
 הוכחה.שאלת  (24
 הוכחה.שאלת  (25

26) ( )
( )

1

2 2 2 2

1
( , , , ) (0,0,0,0) Ta b c d M M

a b c d

− =
+ + +
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 ג. פתרון יחיד. ב. אינסוף פתרונות.  א. אין פתרון. (27
 שאלת הוכחה. (28
 שאלת הוכחה. (29
 שאלת הוכחה. (30
 שאלת הוכחה. (31
 ד (32

1
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 דרגה של מטריצה

 שאלות

)את המשפט    ואמת (1 ) ( )Trank A rank A=, 

  על המטריצה

1 2 3 4 10

5 6 7 8 14

6 8 10 12 24

3 2 1 0 6

A

 
 
 =
 
 

− 

. 

 

)את המשפט    ואמת (2 )  min ( ), ( )rank AB rank A rank B, 

  עבור

1 2 3 4 1 2 3

5 6 7 8 4 5 6

6 8 10 12 7 8 9

3 2 1 0 1 1 1

A B

   
   
   = =
   
   
   

. 

 

נתונה המטריצה   (3

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 1

0 0 0 10

k

k
A

k

k

− 
 

−
 =
 −
 

− 

. 

)את   וחשב )rank A. 

 

1nריבועית מסדר   ה מטריצ Aנתון כי   (4 . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

) .ב ) ( )21 1rank A n rank A n= −  = − 

 

A,נתון כי   (5 B   1מטריצות ריבועיות מסדרn . 
 : יכואו הפר וח יהוכ 

)אם  .א ) ( )rank A rank AB=,   אז בהכרחB  .הפיכה 

)- ייתכן ש .ב ) ( ).rank A rank AB 

)אם  .ג ) ( )rank A rank B ,  אז( ) ( ).rank AB rank B 
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נתון   (6

1 2 3 1 2 3

0 0 1 , 0 4 5

0 0 4 0 0 1

A B

−   
   

= − =
   
   
   

. 

)את   וחשב .א ) ( ),rank A rank B . 

)את   וחשב .ב )10 14rank B A. 

 

A,נניח כי   (7 B שתי מטריצות ריבועיות מסדר  n. 

2הוכיחו כי   ( ) ( )
A A

rank rank A rank B
A B

 
 + 

 
. 

 

8תהי   (8 7xA כך ש ,מטריצה -( ) 3rank A =. 

1מטריצות   3כי קיימות   וח יהוכ  2 3, ,A A A,   1שלכל אחת מהן דרגה, 

1- כך ש 2 3A A A A= + +. 

 מטריצות.  3- הראו כי לא ניתן לקבל זאת עם פחות מ

 .kשדרגתה   mxnר  הכלילו את תוצאת התרגיל למטריצה מסד
 

3נתונות שתי מטריצות   (9 5 5 3,A B . 

 את הטענות הבאות: יכו או הפר וח יהוכ 

) .א ) ( )rank AB rank BA= 

) .ב ) ( )rank AB rank BA 

 לא הפיכה. BAהמטריצה  .ג
 

mמטריצה מסדר   Aתהי   (10 n  ותהי ,B   מטריצה מסדרn m. 
 :וח יהוכ 

mAB אם .א I=   אז( ) ( )rank A rank B m= =. 

nBA אם .ב I=   אז( ) ( )rank A rank B n= =. 

mAB אם .ג I=  וגםnBA I= בהכרח אז  m n=. 

Tלא ריבועית אז לא ייתכן שגם    A אם .ד

mAA I=  וגםT

nA A I=. 

 
1נתונים   Fבשדה   (11 2, ,..., ma a a ,1- ו איברים, שלא כולם אפס 2, ,..., nb b b   ,איברים

 שלא כולם אפס.

)קבעו מהי דרגתה של המטריצה   )1
1

i mij
j n

M m  
 

ij, כאשר  = i jm a b=. 
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1תהי   (12 ,( )ij i j nA a  =   :2מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 2

ij i ja b b= −, 

כאשר  
1 2, ,..., nb b b  3  -מספרים ממשיים שונים וn . 

 שהמטריצה לא הפיכה.  וח יהוכ  .א
2n- נכונה אם נשנה את הנתון ל  תישארהאם הטענה  .ב ? 

 . יכואו הפר וח יהוכ 
 

A,תהיינה   (13 B   מסדר  מטריצות מעל ,m n  כך שלכל ,nx  ,0x , 

Axמתקיים   Bx. 

Aמה הדרגה של המטריצה  B−? 
 

A,תהיינה   (14 B  מטריצות מסדרn n. 

)נתון שכל פתרון של המערכת   .א ) 0AB x , הוא פתרון של המערכת  =

0Ax =. 

 .Aשווה לדרגה של   ABהוכיחו שהדרגה של  

)אז   ,הפיכה A  הוכיחו: אם .ב ) ( )AB A =. 

)הוכיחו שאם   .ג ) ( )AB A , ז  אA  .לא הפיכה 

 
nמטריצה מסדר   Aתהי   (15 n. 

)הוכיחו כי   .א ) ( )2P A P A. 

)נתון כי   .ב ) ( )2A A . 

0Av- , כך שnvהוכיחו שקיים     2וגם 0A v =. 
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 תשובות סופיות 

 הוכחה. שאלת  (1
 הוכחה. שאלת  (2
1kאם  (3 )אז   ,= ) 2rank A ,4אם . = 10k k= )אז  ,= ) 3rank A =. 

1,4,10kאם     ( ) 4rank A =. 

 ב. הטענה נכונה.  א. הטענה אינה נכונה.  (4
 . ב. הטענה אינה נכונה  נכונה. א. הטענה אינה   (5

 .ג. הטענה אינה נכונה

)א.  (6 ) 3rank B = ,( ) 2rank A ) ב.  .= )10 14 2rank B A = 

 הוכחה. שאלת  (7
 הוכחה. שאלת  (8
 הוכחה. שאלת  (9

 הוכחה. שאלת  (10
11) 1 
 הוכחה. שאלת  (12

13) n 
 הוכחה. שאלת  (14
 הוכחה. שאלת  (15

1
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 בחזרה למערכת משוואות ליניארית

 שאלות 

המבטאות את מערכת המשוואות  ,b-ו A ,xמטריצות   מצאו סעיפים הבאיםב (1

Axהנתונה ע"י המשוואה היחידה   b= : 

 . א

2 3

2 4 5

6 4 2

x y z

x y z

x y z

+ − =

+ − =

+ + =

 .ב 

2 3 1

4 2 4

1

4 2 10

x y z t

x y z

y z t

x z y

− + + =

+ + =

+ + =

− − =

 

 

נתון כי   2-6בשאלות 

4 2 4 1

1 1 1 2

1 6 3 3

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     −     

. 

 כמערכת משוואות לינאריות: בשאלות אלה כל אחת מהמשוואות  ובטא

2) Ax b= 3) 4Ax x b= + 4) Ax kx b= − + 

5) Ax x= 6) 2 3TA x x b= +  

 

  את מערכת המשוואות פתרו (7

2 3

3 2 2 5

5 3 4 11

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

, 

 .בעזרת המטריצה ההפוכה

 

  את מערכת המשוואות פתרו (8

4 2 4 1

2 0

1

3 2 0

x y z t

x y z

y z t

x y z t

+ + + =

+ − =

+ + =

+ − − =

, 

 .הבעזרת המטריצה ההפוכ

 
 ים:למערכת משוואות מסוימת יש את שני הפתרונות הבא (9

( , , ) (2, 8,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= − = − −. 
 שהמערכת חייבת להיות הומוגנית.  הוכיחו
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 ם: למערכת משוואות לא הומוגנית יש את שני הפתרונות הבאי (10

( , , ) (2,3,4) , ( , , ) ( 1,4, 2)x y z x y z= = − −. 
 פתרון לא טריוויאלי כלשהו של המערכת ההומוגנית המתאימה.  מצאו

 

2נתונה המערכת  (11 2

1

3 7 ( 1) 1

4 6 ( 2) 4

x y z

x y k z k

x y k z

+ − =


− + + = −
 − + + =

. 

 : למערכת , k עבור אילו ערכים של הקבוע מצאו
 פתרונות.פתרון יחיד.     ב. אין פתרון.     ג. אינסוף  א.
 
 במושג 'דרגה של מטריצה'.  ןבפתרוהשתמשו  * 
 

נתון  (12

1 1 2 3 1

2 0 1 2 2
,

5 8 4 2 0

0 5 3

A b

k m

   
   
   = =
   
   

−   

 . 

)ידוע כי   ) 3rank A Axידוע כי למערכת ו ,= b= .יש פתרון 

k,מצאו את הקבועים  m. 
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית  (13
 .0שווה   A סכום האיברים בכל שורה של המטריצה

 הפיכה. לא מטריצה  A-ש הוכיחו
 

 המקיימת את התכונה הבאה:  ,Aנתונה מטריצה ריבועית הפיכה  (14
 .kשווה   Aמטריצה הסכום האיברים בכל שורה של 

 שסכום האיברים בכל שורה של המטריצה הוא קבוע. הוכיחו
 .k קבוע זה בעזרת ובטא

 

 מקיימת A  מטריצה (15

1 2 3

4 5 6 0

7 8 9

A

 
 

=
 
 
 

. 

הוכיחו כי הווקטור 

6

15

24

 
 
 
 
 

0Axההומוגנית הוא פתרון של המערכת   =. 
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A,יהיו  (16 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

)אם למערכת  . א ) 0AB x  קיימים שני פתרונות שונים, =

 לא הפיכה. Aאז בהכרח  

)למערכת  0-אם קיים פתרון שונה מ .ב ) 0AB x =, 

)אז למערכת   ) 0BA x  . 0-קיים פתרון שונה מ =

0Axאם למערכת  . ג 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת   .ד ) 0tA A x  לא הפיכה. Aקיים פתרון יחיד, אז  =

)למערכת ההומוגנית  0-אם קיים פתרון שונה מ .ה ) 0AB x =, 

0Axאז למערכת ההומוגנית   . 0-קיים פתרון שונה מ =
 

): נתונה מערכת משוואות מעל   (17 )0d Ax d =. 

)המקיימת   ,4 מטריצה ריבועית מסדר Aנתון כי   ) 2rank A =. 
הנתונה:  וקטורים הבאים פותרים את המערכתוידוע כי ה

1 2 1 2 1 2( , ,6,7), ( , ,1,2), ( , ,4,3)u x x v y y w z z= = =. 

 : הנתונה מי מבין הבאים הוא הפתרון הכללי של המערכת 

x . א au bv cw= + + 

) .ב 1)x a b u av bw= + + − − 

x . ג au bv w= + + 

) .ד ) ( ) ( )x a b u b c v c a w= − + − + − 

) .ה ) ( )x a b u av bw u= + − + ,  כאשר ,+ ,a b c. 
 

 בחלקו האחרון של פתרון תרגיל זה נדרש הידע הבא מהפרק מרחבים וקטורים: הערה:       

0Axבהינתן מערכת הומוגנית          = : 

 הפתרונות של המערכת נקרא מרחב הפתרונות של המערכת.אוסף כל . 1        

 . מספר המשתנים החופשיים במערכת לאחר דירוג נקרא המימד של מרחב הפתרונות. 2        

 מומלץ לחזור לתרגיל זה אחרי שתעברו על הפרק מרחבים וקטורים. ,בכל אופן        

 

mנתונה מערכת  (18 nA x b  =. 

 :הוכיחו או הפריכו

) uוגם  uאם  . א )1   .פתרונות של המערכת אז המערכת הומוגנית 

uוגם  v-ו uאם  .ב v +( ), 0    פתרונות של המערכת אז היא

 הומוגנית. 
,1)אם הווקטורים   . ג 2,..., ), ( ,..., 2,1)n n   פותרים את המערכת והווקטור

( 1,..., 1)n n+  אז המערכת לא הומוגנית.   ,לא פותר את המערכת +

1
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0Axמטריצה כך שלמערכת  Aתהי  (19  פתרון יחיד. =
 :הוכיחו או הפריכו

 הפיכה. A . א

 פתרון יחיד.  TAלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ב
 פתרון יחיד. Aלכל מערכת לא הומוגנית עם מטריצת מקדמים  . ג

 

תהי  (20
m nA 

m-מטריצה ממשית כך ש  n. 

 :הוכיחו או הפריכו
0Axממד מרחב הפתרונות של המערכת   . א nהוא   = m−. 

)למערכת   .ב ) 0TA A x  יש אינסוף פתרונות. =

)ייתכן מצב בו למערכת  . ג ) 0TA A x  יש פתרון יחיד. =

)ייתכן מצב בו למערכת  .ד ) 0TAA x  יש פתרון יחיד. =

 
0B, כך שלכל מטריצה ריבועית nמטריצה ריבועית מסדר  Aתהי  (21   מסדרn ,

0ABמתקיים  . 
)-הוכיחו ש )rank A n=. 

 
mמטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 n. 

 . ואם היא נכונה או לא. נמק ולגבי כל אחת מהטענות הבאות, קבע

Axאם למערכת  . א b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b= יש פתרון לכל ,mb. 

mעבור   .ב n=  אם למערכת ,Ax b=  יש פתרון לכלmb, 

TAאז בהכרח למערכת   x b=  יש פתרון לכלmb. 
0Axאם למערכת ההומוגנית  . ג mיש אינסוף פתרונות, אז בהכרח   = n. 

T-ייתכן ש .ד

nA A I=  וגםT

mAA I=. 

mאם  .ה n  0ואם למערכתAx אז יש מערכת לא    ,יש פתרון יחיד =
Axהומוגנית  b=   .עם יותר מפתרון אחד 

 

)תהא   (23 )4 4A M R   4ויהיb R. 

Axהומוגנית הלא  מערכתפתרונות של ה v-ו uידוע כי   b=. 

wנגדיר   . א u v = + . 

Axהמערכת  תרון שלפ wהוכיחו כי אם גם  b= 1, אז + =. 

2wנניח בנוסף כי   .ב u v= − 2A של המערכת וןהוא פתר  + x b=. 
Aהוכיחו כי   I− .לא הפיכה 

  

1
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נתון  (24

1 2 0 2 3

2 4 1 3 6

3 6 3 8 8

A

 
 

=
 
 − − − − 

, ויהי  

1

4

3

b

 
 

=  
 
 

 . 

)הראו כי   . א )2, 1,1, 1,1
T

v = − Axהמערכת  פתרון של  אהו − b=. 

0Axמצאו את קבוצת הפתרונות של המערכת ההומוגנית   .ב =. 

)מצאו   . ג )5 2,C D M כך ש , -C D ו-

1 1

4 4

3 3

AC AD

− 
 

= = − 
 − 

. 
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 תשובות סופיות 

. א (1

2 1 1 3

1 2 4 5

4 4 1 2

x

A x y b

z

−     
     

= − = =
     
     
     

 

ב.  

2 3 1 1 1

4 1 2 0 4

0 1 1 1 1

1 2 4 0 10

x

y
A x b

z

t

−     
     
     = = =
     
     

− −     

 

2) 

4 2 4 1

2

6 3 3

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

3) 

2 4 1

5 2

6 3

y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− − =

 

4) 

(4 ) 2 4 1

( 1) 2

6 (3 ) 3

k x y z

x k y z

x y k z

+ − + =

+ − + =

− + + =

 

5) 

3 2 4 0

2 0

6 2 0

x y z

x y z

x y z

− + =

− + =

− + =

 

6) 

2 3

2 3 6 6

4 9

x y z

x y z

x y z

+ + =

− − − =

+ + =

 

7) ( , , ) (1, 2,3)x y z = 

8) ( , , , ) ( 13,4, 5,2)x y z t = − − 

 .הוכחהשאלת  (9

10) 

3

1

6

x

y

z

−   
   

=   
   −   

 

2kאם  (11  1 אוk   , אז יש פתרון אחד.−

2kאם   , אז יש אינסוף פתרונות. =

1kאם  =  , אז אין פתרונות. −

12) 5, 9m k= = 

 הוכחה.שאלת  (13

1
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-הוא קבוע השווה ל −1Aסכום האיברים בכל שורה של   (14
1

k
 . 

 הוכחה.שאלת  (15

 הוכחה.שאלת  (16

 הוכחה.שאלת  (17

 הוכחה.שאלת  (18

 הוכחה.שאלת  (19

 הוכחה.שאלת  (20

 הוכחה.שאלת  (21

 הוכחה.שאלת  (22

 הוכחה.שאלת  (23

)ב.   א. שאלת הוכחה. (24 ) ( )1 2 3 4 5, , , , , 2 , , , ,x x x x x t s s t t t= − − − − 

)ג.  ) ( )

2 2 1 1

1 1 0 0

0 11 1 0 0

1 1 2 2

1 1 2 2

C t s D t s

− −   
   
−   
   = = = = = =−
   
− −   
   − −   
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 מטריצה אלמנטרית 

 שאלות 

את המטריצה   רשמו (1
1 2

3 4
A

 
=  
 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

את המטריצה   רשמו (2
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

 כמכפלה של מטריצות אלמנטריות.  

 

 ד. -כל אחד מסעיפים א יכואו הפר וחיהוכ (3
 ע"י סדרת פעולות דירוג. A- מתקבלת מ  B- ומטריצה ריבועית,  Aנתון כי  

 ע"י הפעלת אותה סדרה של פעולות תתקבל גם:          

 .2A- מ 2B . א

 .2A- מ BA .ב

 .BA- מ 2B . ג

 .AB- מ 2B .ד

 

]3תהי  (4 ]A M R,  איברי  , סכום 4כך שסכום איברי השורה הראשונה שלה הוא

 .10וסכום איברי השורה השלישית שלה הוא  1השורה השנייה שלה הוא 

2נגדיר את המטריצות האלמנטריות   1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 , 0 1 0

0 3 1 4 0 1

E E

   
   

= =
   
   −   

. 

למה שווה סכום איברי השורה השלישית במטריצה 
2 1E E A? 

 בשתי דרכים: ורפת
 האלמנטרית. בעזרת תכונות המטריצה  – דרך א' 
 בעזרת כפל מטריצות.  –דרך ב'  
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 תשובות סופיות 

1) 

1 2 3

1 0 1 1 1 0 1 2

3 1 0 1 0 2 3 4

e e e A

−     
=     

−     
 

2) 1 2 3 4

5 6

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 2 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

e e e e

e e

    
    

− •
    
    
    

  
  
• −
  
  
  

7 8

1 0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

e e

A

  
  

=
  
  −  

 

 הוכחה.שאלת  (3

4) 3− 
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 LUפירוק 

 שאלות 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (1
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

. 

 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (2

1 2 3 4

2 3 8 5

1 3 1 3

3 8 1 13

A

− 
 

−
 =
 
 

− 

. 

 

  של המטריצה LUאת פירוק  מורש (3

2 6 6

4 5 7

3 5 1

6 4 8

8 3 9

A

− 
 
− − 
 = −
 
− − 
 − 

. 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

3 4 2 3 1 0 0 1 1

2 3 2 2 1 1 0 0 1

A L U

− − − −     
     

− − =  −
     
     − − −     

 

2) 

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4

2 3 8 5 2 1 0 0 0 1 2 3

1 3 1 3 1 1 1 0 0 0 2 4

3 8 1 13 3 2 2 1 0 0 0 3

A L U

− −     
     

− − − −
     = 
     − −
     

− −     

 

3) 

1 0 0 0 0
2 6 6 2 6 6

2 1 0 0 0
4 5 7 0 7 5

3
3 5 1 0 0 02 1 0 0

2
6 4 8 0 0 0

3 2 0 1 0
8 3 9 0 0 0

4 3 0 0 1
A U

L

 
− −    

−    − − −    
   − = − 
    − −   −    −     − 
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 רגרסיה לינארית –שיטת הריבועים הפחותים 

 שאלות

)נתונות חמש נקודות במישור:   (1 4, 1), ( 2,0), (2,4), (4,5), (5,6)− − −. 
 מצאו את הישר הקרוב ביותר לנקודות הללו במובן הריבועים הפחותים.

 

 ביחס למחיר שלו בתקופה של חודש. בטבלה הבאה הביקוש של מוצר מסוים (2

 

( ) / ( )

49$ 124

69$ 95

89$ 71

99$ 45

109$ 18

price x Demand sales y

 

 

האנכיים בין הישר   מצא את הישר כך שסכום ריבועי המרחקים  .א
 גרסיה. והנקודות יהיה מינימלי. ישר זה נקרא ישר הר 

 . 54$בעזרת ישר זה נבא את הביקוש אם המחיר הוא  .ב

 מה משמעות השיפוע של הישר?  .ג

 מצא את השגיאה בחישוב הנ"ל.  .ד

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 תשובות סופיות

1) ( ) 0.8 2f x x= + 

)א.  (2 ) 1.7 211f x x= −  . יחידות 119.2ב.   +
 יחידות בחודש. 1.7נצפה לירידה במכירות של    1$-אם נעלה את המחיר של המוצר בג. 

 14.41ד. 

1
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 לפי הגדרה ולפי דירוג  החישוב דטרמיננט

 שאלות

 )פיתוח לפי שורה/עמודה(:  את הדטרמיננטה על ידי הורדת סדר חשבו 5-1 בשאלות 

א.  (1
a b

c d
ב.   

5 2

7 3−
ג.    

4 1.5

2 1

−

−
 

 

א.  (2

1 0 2

4 1 8

2 0 3

ב.   

2 1 1

0 2 1

1 0 0

ג.    −

2 1 1

3 2 5

0 2 0

− 

 

א.  (3

1 0 0 0

1 2 0 0

1 2 3 0

1 2 3 4

ב.   

1 0 2 5

2 0 6 0

5 3 7 4

2 0 5 44

− −

−
ג.   

4 0 0 5

1 7 2 4

4 0 0 0

1 4 1 1−

 

 

4) 

1 9 8 3 4

3 0 5 0 2

2 4 1 0 3

4 1 7 0 2

0 0 1 0 0

−

− 

 

5) 

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 1 5 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

−

−

− − −

 

 

 את הדטרמיננטה של המטריצות על ידי דירוג. חשבו 7-6בשאלות 

א.  (6

1 3 0 2

2 5 7 4

3 5 2 1

2 2 2 1

− −

−

ב.  

1 3 3 4

0 1 2 5

2 5 4 3

1 2 1 1

−

−

−

− − − −

ג.   

1 1 3 0

1 0 2 4

1 2 8 5

3 1 2 3

− −

−

− −
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א.  (7

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

2 6 2 3 9

3 7 3 8 7

3 5 5 2 7

− −

− − −

− −

− −

ב.   

1 2 1 0 2

3 4 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 3 1 0

0 0 5 2 7

− −

− − −

−

 

ג. 

1 3 1 0 2

1 5 5 1 8

0 0 2 3 9

0 0 0 4 1

0 0 0 2 7

− −

− − −

 

 

 ודירוג: את הדטרמיננטה על ידי שילוב של הורדת סדר  חשבו 10-8בשאלות 

8) 

2 5 3 1

3 0 1 3

6 0 4 9

6 15 7 2

− −

−

− −

− −

 

 

9) 

1 2 3 0

3 4 3 0

5 4 6 6

3 4 7 3

−

 

 

10) 

2 5 4 1

6 12 10 3

6 2 4 0

6 7 7 0

− −

−

 

 

 ללא חישוב, שהדטרמיננטה של המטריצות שווה אפס:, והרא   12-11בשאלות 

א.  (11

1 0 2

7 0 12

3 0 2

ב.   

1 2 3

4 5 6

5 7 9

 ג.  

12 15 18

13 16 19

14 17 20
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א.  (12

1 1 1

y z z x y x

x y z

+ + +

ב.   
a a x a y

b b x b y

c c x c y

+ +

+ +

+ +

 

ג. 

2 2

2 2

2 2

sin cos 1

sin cos 1

sin cos 1 1

x x

y y

z

ד.   

3 1 4 5 0 1 12

14 4 1 4 1 8 4

3 5 2 0 4 1 3

4 2 1 1 0 6 6

21 2 3 4 5 6 1

2 5 7 4 2.5 1 1.5

11 2 6 9 1 3 4

− −

− −

− − −

− −

−

− − − −

− − −

 

 

4נתון כי:    13-15בשאלות 

a b c

d e f

g h i

=. 

 : חשבו

13) 

2

2

2

a g d d

b h e e

c i f f

+

+

+

 

 

14) 

2 3 2 4

2 3 2 4

2 3 2 4

a d d g a

b e e h b

c f f i c

− +

− +

− +

 

 

15) 

0 3 3 3

0 3 3 3

0 3 3 3

1 0 0 0

g d a a d

h e b b e

i f c c f

+ +

+ +

+ +
 

 

כי:   הוכיחו (16

2

2

2

1

1 ( )( )( )

1

a a

b b b a c a c b

c c

= − − −. 
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כי:   הוכיחו (17

2 3

2 3

2 3

2 3

1

1
( )( )( )( )( )( )

1

1

x x x

y y y
y x z x t x z y t y t z

z z z

t t t

= − − − − − −. 

 

:  חשבו (18

1 1 1 1

1 1 1 1

det 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

k

k

k

k

. 

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  (19

הנבדלות ביניהן רק   n  מסדר B- ו A  נתונות שתי מטריצות ריבועיות .א
k(1- בשורה ה )k n . 

  ,k- אך נבדלת מהן בשורה ה B- ו A  מטריצה הזהה למטריצות Cתהי  
 .B  של k- והשורה ה  A  של k- שם היא שווה לסכום השורה ה

|כי   וח יהוכ  | | | | |A B C+ =. 

  חשבו: .ב

2 1 2 1 1 3 1

a b c d e a b c d e

f g h i j f g h i j

k l m n o k l m n o

p q r s t p q r s t

a b x y a b c d x e y

+

+ − − − − − −

. 
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 תשובות סופיות 

adא.  (1 bc−  .1ג.   29ב− 

  −14ג.  −3ב.   −1א.  (2

  −300ג.  234ב.   24א.  (3
4) 9 
5) 6 
 3ג.   0ב.   0א.  (6
 104ג.   44ב.   24א.  (7
8) 120 
9) 114 

10) 6 
 www.GooL.co.ilפתרונות באתר:  (11

 פתרונות באתר.  (12

13) 8− 

14) 16 

15) 9 

 הוכחה. שאלת  (16

 הוכחה. שאלת  (17

18) ( ) ( )
4

1 4k k− + 

 0ב.  א. שאלת הוכחה.  (19

1
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 nחישוב דטרמיננטה כללית מסדר 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   .א )n n ijA a הנתונה ע"י:  =

 

1

1 ,

1 ,

0

ij

i j n

a i n j n
a

a j n i n

else

= 


  =
= 

  =


. 

עבור אילו ערכים של המספרים הממשיים   .ב
0 1,..., na a −

הבאה  , המטריצה  

:  הפיכה

0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1

n

A

a a a −

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

? 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (2 )n n ijA a י: ל ידהנתונה ע=

1

1,

0

ij

j i j

a n i j n

else

= +


= = =



. 

 ?n-עבורו דרגת המטריצה קטנה מ n  האם קיים ערך של
 

|את  חשבו  (3 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידי

1 1

0 1
ij

i j

i j
a

j i j

j i j

= =


= 
= 


− 

. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (4 )n n ijA a |הנתונה ע"י:   = |ija i j= −. 

 

|את  חשבו  (5 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=   :נתונה על ידיij

a i j
a

b i j

=
= 


. 
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1n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (6 :

1 2 2 2 2

4 2 4 4 4

6 6 3 6 6

8 8 8 4 8

2 2 2 2n n n n n

−

−

−

−

−

. 

 
|את  חשבו  (7 |A   כאשר המטריצה( )ijA a=  :נתונה על ידי 

 .א min ,ija i j= 

 .ב ,ija Max i j= 

 

)המטריצה   (8 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min 3( 1),3( 1) 1 ,

1 1 1
ij

i j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A. 
 

)המטריצה   (9 )ijA a=  :נתונה על ידי
 min ( 1), ( 1) 1 ,

1 1 1
ij

k i k j i j n
a

i or j

− −  
= 

= =
. 

|את  חשבו  |A עבור אילו ערכים של הקבוע  מצאו וk  .המטריצה הפיכה 
 

3n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (10 : 

0 1 1 1 1

0 1 0

1 2 , 1 1 0

1 2 , 1 1 0

1 0

ij

i j x x x

i n j x x x
a

j n i x x

x else x x

x x x

 = 
 

  = =    =   

. 

 

)תהי   (11 )ijA a=   :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את  חשבו  |n n nD A =. 
 עצמיים. הערה: נפתור תרגיל זה בדרך אחרת בפרק על ערכים עצמיים ווקטורים 
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)המטריצה   (12 )ijA a=  :1נתונה על ידי

1

ij

a i j

a b i j

c j i

=


= = +
 = +

. 

|נוסחת נסיגה לחישוב  מצאו   .א |n n nD A =. 

,3הניחו כי   .ב 1, 2a b c= =  וחשבו:  =
 . ביטוי סגור עבור הדטרמיננטה.1
20n. את הדטרמיננטה עבור 2 = . 

 

nנתונה מטריצה   (13 nA . 

 במטריצה זו מבצעים את פעולות השורה הבאות:
מחליפים בין השורה הראשונה לשורה האחרונה, בין השורה השנייה לשורה  

 שורות. הלפני אחרונה וכך הלאה, עד שלא ניתן יותר להחליף 
 .Bבסוף התהליך מקבלים מטריצה  

|את  חשבו  |B   במונחי| |A . 
 

את  חשבו  (14

1

1

0

0
n

n n

D



2nכאשר   =   .טבעי 

הערה:  
1 1

0
ij

i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

את  חשבו  (15

1

2
det

2

2

n

n n

D

n


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

2
ij

i i j n
d

else

+ = +
= 


. 

 

detn  אתחשבו  (16

n n

b

b
D

b

a

a


 
 
 =
 
 
 

2nכאשר      .טבעי 

הערה:  
1

ij

b i j n
d

a else

+ = +
= 


. 

 
)חשבו את הדטרמיננטה של המטריצה   (17 )n n ijA a הנתונה ע"י:   =

 min , 1ija i n j= − +. 
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2n, כאשר  nחשבו את הדטרמיננטה הבאה מסדר   (18  

1 2

1 1

1 2 1

2 1

1 2 1

n n

n n

n n

n

n n

a a a x

a a x a

a a a a

a x a a

a a a a

−

−

−

−

. 
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 תשובות סופיות

) א. (1 ) 2| | 1A a n a= − הפיכה אם ורק אם   Aב.  −
0 0a . 

)1א.  (2 1) !n n+−   .ב. לא 

3) | | !A n=  

4) 1 2| | ( 1) ( 1)2n nA n+ −= − − 

5) 2| | ( ) [ ( 1) ]nA a b a n b−= − + − 

6) 1( 3) (2 3) !n n n−− − 

|א.  (7 | 1A |1ב.  = | ( 1)nA n+= − 

8) 2| | 2 3nA −=  

9) 2| | ( 1) nA k k −= −  1המטריצה הפיכה אם ורק אם  וk    0וגםk =. 

10) 1 2| | ( 1) ( 1)n nA x n− −= − − 

11) 
1

1 ( 1)(2 1)
6

nD n n n= + + + 

2א.  (12 3

1 1 2 3, , 2n n nD aD bcD D a bc D a abc− −= − = − = − 

12.  1ב. 1n

nD += 21.  2ב. −

20 2 1D = − 

13) 
2

1

2

( 1) | | even
| |

( 1) | | odd

n

n

A n
B

A n
−


−

= 
 −

 

14) 
2

1

2

( 1)

( 1)

n

n n

n even
D

n odd
−


−

= 
 −

 

15) 

2

2

1

2

( 1) 2( 2)!

( 1) 2( 2)!

n

n n

n n even
D

n n odd

+

+


− −

= 
 − −

 

16) 
 

 

12

1

12

( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1)

n

n

n n

n

b a b n a n even
D

b a b n a n odd

−

−

−


− − + −

= 
 − − + −

  

17) 

1

2

2
1

2

( 1)

( 1)

n

n n
n

n odd
D

n even

−

−
+ −


−

= 
 −

 

18) 
2

1 2 1

1

2
1 2 1

( 1) ( )( ) ... ( )

( 1) ( )( ) ... ( )

n

n n

n n

n n

a x a x a x a n even
D

a x a x a x a n odd

−

−

−


− − −   −

= 
 − − −   −

 

1

פרק 32דטרמיננטות

190

190



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר בסרטוני וידאו היכנסו ללפתרון מלא  

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

 ת חישוב דטרמיננטה לפי משפטי דטרמיננטו

 שאלות

|,  3מטריצות מסדר   B- ו A  ן כינתו 1-2בשאלות  | 4 , | | 2A B= =. 
 : חשבו

1א.  (1 TABA B−   .2ב 3| 4 |A B 

 

2א.  (2 3| |TA B A−−   .2ב| 2 |TA A adjB− 

 

)1נתון:   (3 )PQ APQ B− =. 

|:  הוכיחו | | |A B=. 

 

2- כך ש ,4מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A  :ןנתו  (4 3 0AB I+ =, | | 2A =. 

|את   חשבו |B. 

 

2- כך ש ,3מטריצות הפיכות מסדר  B- ו A:  ןנתו  (5 13 0 , 2 0A B B A−+ = − =. 

|את   חשבו |, | |A B. 

 

1  .1: הוכיחו (6 1
| |

| |
A

A

− =  2. ( ) 1| |nnxnadj A A −=. 

 

 . זוגי-סימטרית מסדר אי- מטריצה אנטי Aנתון כי   (7

|- ש הוכיחו | 0A =. 

 

|,   nמטריצה מסדר   A :ןנתו  (8 | 128A =, 22 TAB B A=ו , -B הפיכה . 
 .nאת   ומצא

 

) :ןנתו  (9 ) ( )
1

det 2, det
3

nxn nxnA B= =. 

21 :חשבו
det

3

n nB A−. 
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נתון   (10

a b c d

b a d c
M

c d a b

d c b a

 
 
− −

 =
 − −
 
− − 

. 

)הוכיחו כי   )
2

2 2 2 2det( )M a b c d= + + +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות תשובות 

ב.     4 א. (1
132 

 −112 .ב  −8 .א (2

 הוכחה. שאלת  (3

4) 
81

32
 

5) | | 18, | | 2 / 3A B= = − 

 הוכחה. שאלת  (6

 הוכחה. שאלת  (7

8) 7  

9) 4n 

 שאלת הוכחה.  (10
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 כלל קרמר

 שאלות 

 את מערכות המשוואות בעזרת כלל קרמר:  ורפת 3-1בשאלות 

1) 
2 5

3 4 11

x y

x y

+ =

+ =
 2) 

3

4 8 21

2 3 8

x z

x y z

x z

+ =

+ + =

+ =

 3) 

2 5 8

2 6 8

5 3 7 4 5

2 5 44 51

x z t

x y

x y z t

x y z

+ + =

− − = −

+ − + =

+ + =

 

 

נתונה מערכת המשוואות:   (4

1

1

1

1

, 1

kx y z t r

x ky z t r

x y kz t r

x y z kt r

x y z t kr

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

.   

 למערכת פתרון יחיד? kעבור איזה ערך של   . א

למערכת פתרון יחיד שבו   kעבור איזה ערך של   .ב
1

2
x =? 

עבורו למערכת פתרון יחיד שבו    kהאם קיים   . ג
1

5
x =? 

- מתקיים ש  אז בהכרח ,פתרון יחידשאם למערכת   וחיהוכ .ד
x y z t r= = = =. 

 

A,יהיו  (5 B  מטריצות ממשיות מסדרn n. 
 האם היא נכונה או לא.  ועבור כל אחת מהטענות הבאות קבע 

0Axאם למערכת ההומוגנית  . א 2-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  .ב ) 0tA A x |קיים פתרון יחיד, אז  = | 0A =. 

)אם למערכת ההומוגנית  . ג ) 0AB x |-קיים פתרון יחיד, אז ייתכן ש = | 0A =. 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1, 2x y= = 

2) 1, 1, 2x y z= = = 

3) 1x y z t= = = = 

,1א.  (4 4k k  2kב.    − =  . ד. הוכחה  ג. לא.  −

 . ג. לא נכונה   ב. לא נכונה.  א. לא נכונה. (5
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 צמודה קלאסית ומטריצה הפוכה  מטריצה

 שאלות

)את הצמודה הקלסית  חשבו  1-3 בשאלות  )adj A,   1ובעזרתה אתA− : 

1) 
1 2

3 4
A

 
=  
 

 2) 

2 1 1

0 2 1

5 2 3

A

 
 

= − 
 
 

 3) 

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 

 

נתון:  (4

9 26 1 14 10

13 7 87 4 0

71 35 3 0 0

17 2 0 0 0

2 0 0 0 0

A

− − 
 

− 
 =
 
 
 
 

 . 

):  וחשב .א )
1,5

adjA. 

):  וחשב .ב )1

1,5
A−. 

 

 כל איברי  אשר כ ,1- ווה לש Aהוכיחו שהדטרמיננטה של מטריצה הפיכה  א.  (5

     A 1- וA− .הם מספרים שלמים 
|שאם  הוכיחו ב.  | 1A  הם מספרים שלמים,  Aוכל איברי   =

 מספרים שלמים.הם  גם  −1Aאזי כל איברי      
 

 מטריצה משולשית תחתונה והפיכה. A- נתון ש (6

 משולשית תחתונה.  −1A- שהוכיחו 

 

 הפיכה. A- נתון ש (7

)שגם  הוכיחו  )adj A   וגםTA.הפיכות 
 

A,  כי נתון (8 B ו  הפיכות -,C D  .לא הפיכות 
 ? האם המטריצות הבאות הפיכות

C .א D+ ב. A B+ ג. AD ד. CD ה. AB 
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2עבורם המטריצה   kאת ערכי   ומצא (9

4 0 7 5 0

0 0 3 0 0

7 2 4 9

3 0 4 2 1

5 0 8 3 2

k

k k k k

 
 
 
 − +
 

− 
 − − − 

 . לא הפיכה 

 

A,- ידוע ש (10 B 0- מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB . 
 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

0ABאם  .א  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ב  .=0Aאז   ,=

0ABאם  .ג |אז   ,= | 0A =. 

0ABאם  .ד |אז   ,= | 0A =. 
 

נתונות שתי מטריצות   (11
3 5 5 3,A B 

. 

 את הטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | | |AB BA=  

) .ב ) ( )adj AB adj BA  
 

מתקבלת ממטריצה   Bאם  (12
3 3A 

 , 4- ב על ידי כפל העמודה הראשונה 

|אז  ( ) |adj A B שווה ל: 

3 .א 34 | |A 

3 .ב 34 | |B 

34 .ג | |B 

34 .ד | |A 

 

)נתונה מטריצה ריבועית   (13 )ijA a=   3מסדרn    1המקיימתija i j= + −. 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

| .א | 4A = 

 הפיכה.  A .ב

) .ג ) 0adj A = 

| .ד | 0A = 
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 , אז:Aהיא הצורה המדורגת של מטריצה ריבועית   Gאם  (14

)בהכרח   .א ) ( )det detA G=   וגם( ) ( )adj A adj G=. 

)בהכרח   .ב ) ( )det detA G= אך ייתכן ש ,( ) ( )adj A adj G. 

)- ייתכן ש .ג ) ( )det detA G  אך בהכרח ,( ) ( )adj A adj G=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ד

 

)תהי   (15 )ijA a=   2מטריצה ריבועית מסדרn , כך ש-1ij

i i j
a

i j

=
=


. 

1לכל   ,i j n , :אז בהכרח מתקיים 

! .א 1A n= − 

 הפיכה.  A .ב

) .ג )adj A  .לא הפיכה 

4nאם  .ד )אז   ,= ) 214Adj A . 

 
4nמטריצה ריבועית מסדר   Aתהי   (16 . 

 כל אחת מהטענות הבאות: הפריכו או הוכיחו 

)אם  .א ) 2rank A n= ), אז בהכרח  − ) 0adj A =. 

)סימטרית, אז בהכרח  -אנטיAאם  .ב )adj A סימטרית. - אנטי 

)אם  .ג ) 0adj A  .=0A, אז בהכרח  =

 
17) A   ,מטריצה ריבועיתB מתקבלת מ -A   4ע"י הכפלת השורה הראשונה פי, 

 ע"י:  adjA- מתקבלת מ  adjBאז 

 . 4הכפלת השורה הראשונה פי  .א

 . 4הכפלת כל שורה פרט לראשונה פי  .ב

 . 4הכפלת העמודה הראשונה פי  .ג

 . 4הכפלת כל עמודה פרט לראשונה פי  .ד

 תשובה אינה נכונה. אף  .ה
 

)המקיימת    5מטריצה ריבועית מסדר  Aתהי   (18 )( 1 )Adj i A i− + =. 

)detחשבו   )A. 
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 .nמטריצה ריבועית מסדר   Aנתון כי   (19
 את הטענות הבאות: הוכיחו 

) הפיכה   A .א )Adj A .הפיכה 

) .ב ) ( )
11 ( )Adj A Adj A
−− = 

)1 .ג ) | |nAdj A A −= 
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 תשובות סופיות 

1) 1
4 2 2 1

( ) ,
3 1 1.5 0.5

adj A A−
− −   

= =   
− −   

  

2) 1

8 1 3

( ) 5 1 2

10 1 4

adj A A−

− − 
 

= = −
 
 − 

 

3) ( ) 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
,

1 0 1 1 1 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0

adj A A−

− −   
   −

= =   − − −
   

− −   

 

 0.5 ב.  240 א.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 ג. לא הפיכה.  ב. לא ניתן לדעת.  לא ניתן לדעת.  .א (8

 ה. הפיכה.   ד. לא הפיכה. 

0kאם ורק אם   (9 =. 

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 ד (12

 שאלת הוכחה.  (13

 ד (14

 ד (15

 שאלת הוכחה.  (16

 ד (17

18) 
5

22
−

 

 שאלת הוכחה.  (19

1
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 שימושי הדטרמיננטה

 שאלות 

 :שקדקודיהאת שטח המקבילית  וחשבא.    (1
  1 .(0,0), (5,2) , (6,5) , (11,6)  2 .( 1,0) , (0,5) , (1, 4) , (2,1)− − 

,(0,0,0): שקדקודיואת נפח המקבילון  וחשב .ב (1,0, 2), (1,2,4), (7,1,0)−. 

,3,3)משוואת מישור העובר דרך הנקודות:    ומצא . ג 2), ( 1,3,1), (1,1, 1)− − −. 

,1): שקדקודיואת שטח המשולש  וחשב .ד 2), (3, 4), (5,8). 

 
 להשתמש בדטרמיננטות.  יש: בכל אחד מהסעיפים בתרגיל זה הערה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 תשובות סופיות 

3ג.   22ב.  14. 2א.  . 13 .1א. (1 4 2 0x y z− + +  2ד.       =
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 מרחבים- ותת מרחבים 

 ןסימו

nR-  ם הממשיים ממימדהווקטורישל כל  הווקטוריהמרחב  n   מעל השדה הממשיR. 

 nM R -  של כל המטריצות הריבועיות מסדר  הווקטוריהמרחבn  מעל השדה הממשיR. 

 nP R-  לשל כל הפולינומים ממעלה קטנה או שווה  הווקטוריהמרחב-n   מעל השדהR . 

 F R-  של כל הפונקציות הממשיות  הווקטוריהמרחב( ):f R R→  מעל השדהR. 

 

 

 שאלות 

 : 3Rמרחב של  -תת Wהאם בדקו  1-7בשאלות 

1) {( , , ) | 0}W a b c a b c= + + = 

 

2) {( , , ) | }W a b c a c= = 

 

3) {( , , ) | 3 }W a b c a b= = 

 

4) {( , , ) | }W a b c a b c=   

 

5) 2{( , , ) | }W a b c a c= = 
 

6) {( , , ) | }W a b c c b b a= − = − 

 מהווים סדרה חשבונית.  c-ו a ,b ,כלומר
 

7) 2{( , , ) | , }W a b c b a q c a q= =  =  

 מהווים סדרה הנדסית.  c-ו a ,b ,כלומר
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מרחב של  -תת Wהאם בדקו  8-15 בשאלות nM R : 

8) W  ,מורכב מן המטריצות הסימטריות. כלומר{ | }TW A A A= =. 
 

9) W  מורכב מכל המטריצות המתחלפות בכפל עם מטריצה נתונהB. 
}כלומר,  | }W A AB BA= =. 

 
10) W  .מורכב מכל המטריצות שהדטרמיננטה שלהן אפס 

} כלומר, | | | 0}W A A= =. 
 

11) W 2 ששוות לריבוע שלהן. כלומר,  מורכב מכל המטריצות{ | }W A A A= =. 
 

12) W  .מורכב מכל המטריצות שהן משולשות עליונות 
 

13) W  מורכב מכל המטריצות שמכפלתן במטריצה נתונהB  .הוא אפס 
} כלומר, | 0}W A AB= =. 

 
14) W קבה שלהן אפס. כלומר, מורכב מכל המטריצות שהע{ | ( ) 0}W A tr A= =. 

 
15) W  .מורכב מכל המטריצות שבהן סכום כל שורה הוא אפס 

 

 

מרחב של - תתהוא  Wהאם בדקו  16-21 בשאלות nP R: 

16) W  כשורש. כלומר,  4מורכב מכל הפולינומים בעלי{ ( ) | (4) 0}W p x p= =. 
 

17) W  .מורכב מכל הפולינומים בעלי מקדמים שלמים 
 

18) W   4מורכב מכל הפולינומים בעלי מעלה. 
}כלומר,  ( ) | deg( ) 4}W p x p= . 

 
19) W   מורכב מכל הפולינומים בעלי חזקות זוגיות בלבד שלx. 

 
20) W  מורכב מכל הפולינומים ממעלהn,  4כאשר 7n . 

 

21) { ( ) | (0) 1}W p x p= = 
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מרחב של - תתהוא  Wהאם בדקו  22-30בשאלות  F R: 

22) W  .מורכב מכל הפונקציות הזוגיות 
}ממשי  xכלומר, לכל  ( ) | ( ) ( )}W f x f x f x= − = . 

 
23) W  .מורכב מכל הפונקציות החסומות 

}ממשי  xכלומר, לכל  ( ) | ( ) }W f x f x M=  . 

 
24) W  .מורכב מכל הפונקציות הרציפות 

 
25) W  .מורכב מכל הפונקציות הגזירות 

 
26) W  .מורכב מכל הפונקציות הקבועות 

 

27) 
1

0

( ) | ( ) 4W f x f x dx
  

= = 
  

 הנח ש(-f [0,1]-אינטגרבילית ב.) 

 

28)  ( ) | '( ) 0W f x f x=  (. xגזירה לכל   f-)הנח ש =

 

29)  ( ) | '( ) 1W f x f x=  (. xגזירה לכל   f-)הנח ש =

 

30)  ( ) | ( ) ( 1)W f x f x f x= = + 

 

)האם בדקו  (31 ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = =  : 3Cמרחב של  -תת הוא  +

 .  מעל השדה הממשי . א

 .  מעל שדה המרוכבים .ב
 

נתונה המטריצה  (32

0 0 0 1 1

0 0 0 1 3

0 0 0 1 1

1 1 1 1 1

1 3 1 1 1

A

 
 

− 
 = −
 

− − − 
 − 

. 

Axכך שלמערכת , b  וקטור ומצא . א b= .אין פתרון 
Axכך שלמערכת  , b קטוריםומהי קבוצת כל הו .ב b= ?אין פתרון 

 ?5Rמרחב של - האם הקבוצה מסעיף ב' מהווה תת  . ג
  

1
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 .F מעל שדה ,4-מרחב הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ל V יהי (33

 עבורו הקבוצה, k מצאו תנאי על . א | (0) (1) (2)W p V p p p k=  = = = ,

 .V  מרחב של- הינה תת
 . W שפורשים את, V- פולינומים ממצאו קבוצה סופית של  .ב

 
 .'בסיס ומימד למרחב הפתרונות של מערכת משוואות הומוגנית'קודם על הנושא  ורהערה: לפתרון סעיף זה עב

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 לא  (5 לא  (4 כן (3 כן (2 כן (1

 לא  (10 כן (9 כן (8 לא  (7 כן (6

 כן (15 כן (14 כן (13 כן (12 לא  (11

 לא  (20 כן (19 כן (18 לא  (17 כן (16

 כן (25 כן (24 כן (23 כן (22 לא  (21

 כן (30 לא  (29 כן (28 לא  (27 כן (26

    ב. לא א. כן (31

u(1,0,0,0,0)א.  (32 = 
 ג. לא.  

ב.   1 2 3 4 5 1 2 3( , , , , ) | 2 0B b b b b b b b b= − + +  

0kא.  (33 ב.   = 2 3 2 42 3 ,6 7W span x x x x x x= − + − + 
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 ליניאריתתלות ו  פרישה ליניארית צירופים לינאריים, 

 שאלות 

      ם הבאים:  הווקטורינתונים  7-1 בשאלות

  1 2 3 4(4,1,1,5), (0,11, 5,3), (2, 5,3,1), (1,3, 1,2)u u u u= = − = − = − 

 

 ?4uהוא צירוף לינארי של  1u. האם  א (1

}4-שייך ל 1uהאם ב.  }Sp u? 

האם הקבוצה ג.  1 4,u u  ליניאריתתלויה ? 

 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  3u. האם  א (2

. האם ב
3u שייך ל-

1 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 3, ,u u u  ליניאריתתלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכצירוף לינארי של  כל וקטור בקבוצהרשמו  ,במידה וכן    
 

 ?2u-ו 1uהוא צירוף לינארי של  4u. האם  א (3

1-שייך ל 4u. האם ב 2{ , }Sp u u? 

. האם הקבוצה ג 1 2 4, ,u u u ליניארית תלויה ? 

 ם האחרים. הווקטוריכל וקטור בקבוצה כצירוף לינארי של רשמו  ,במידה וכן    
 

,4,12)נתון  (4 , 2 )v k k= −. 

 vקטור ועל מנת שהו ,kמה צריך להיות ערכו של א. 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של  

 v שהווקטורעל מנת  ,kמה צריך להיות ערכו של ב. 

1-ל יהיה שייך   2{ , }Sp u u? 

על מנת שהקבוצה  ,kמה צריך להיות ערכו של ג.  1 2, ,u u v 

 ?ליניארית תהיה תלויה  

 

)נתון  (5 , , , )v a b c d=. 

,מה התנאים על  א.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת v 

 ?2u-ו 1uיהיה צירוף לינארי של  

,מה התנאים על ב.  , ,a b c d,  שהווקטורעל מנת v 1-יהיה שייך ל 2{ , }Sp u u? 

,מה התנאים על ג.  , ,a b c d,  על מנת שהקבוצה 1 2, ,u u v 

 ?ליניארית  תלויה תהיה 
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) הווקטוראת  ועיהב (6 )10,8,0,14v כצירוף לינארי של  =
1u, 

2u 3-וu. 

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

) הווקטוראת  ועיהב (7 )7,10, 2,11v =  . 4u-ו 1u, 2u,  3uכצירוף לינארי של  −

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת
 

 נתונות המטריצות הבאות:  (8

    
4 1 0 11 2 5 1 3

, , ,
1 5 5 3 3 1 1 2

A B C D
−       

= = = =       
− −       

 

מעל   ליניארית האם המטריצות תלויות  וקבד . א
2[ ]M R. 

כל אחת מהמטריצות כצירוף לינארי  רשמו  ,במידה והמטריצות תלויות .ב
 של יתר המטריצות. 

- שייכת ל Aהאם המטריצה  . ג ,Sp B C? 

 

נתונים הפולינומים הבאים:  (9
2 3 2 3

1 2

2 3 2 3

3 4

( ) 4 5 , ( ) 11 5 3 ,

( ) 2 5 3 , ( ) 1 3 2

p x x x x p x x x x

p x x x x P x x x x

= + + + = − +

= − + + = + − +
. 

]3מעל   ליניארית האם הפולינומים תלויים  וקבד . א ]P R. 

כל פולינום כצירוף לינארי רשמו  ליניארית,במידה והפולינומים תלויים  .ב
 שאר הפולינומים.  של

- שייך ל 2pהאם הפולינום  . ג 1 4,Sp p p? 

 

,איזה ערכים של   בורע (10 ,a b c, ליניארית:ם הבאים תלויים הווקטורי 

       ( ,2,4),(2.4, ,2),( , ,6),( ,2, )c a c b b a 

 

ם הווקטורינתון כי קבוצת  11-13בשאלות  , ,u v w  ב ליניארית  תלויהבלתי-[ ]V F. 

 , ליניאריתהאם הקבוצות הבאות תלויות  וקבד
 ם האחרים:הווקטורישל   כל וקטור כצירוףרשמו כן  ובמידה ו

11)  , , 2u v u w u v w− − + − 

 

12)  2 3 , 4 5 6 ,7 8 9u v w u v w u v w+ + + + + + 

 

13)  , ,u v v w w+ + 

  

1

פרק 33מרחבים וקטורים

205

205



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר וידאו היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני  

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

ם  הווקטוריהאם  וקבד 14-15בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − −, 

 : 3C-ב ליניארית תלויים 

 .  מעל (14

 

 .  מעל (15

 

V-נתבונן ב (16 R= כמרחב וקטורי מעל השדה Q. 

הוכיחו כי הקבוצה  1, 2,  .Q כשהוא מרחב וקטורי מעל, R-היא בת"ל ב 3

 

mתהי  (17 nA  1שעמודותיה  ,מטריצה 2, ,... nA A A. 

 הוכיחו את הטענה הבאה:

Axלמערכת   b= יש פתרון אם ורק אם  1 2, ,..., nb span A A A. 

 

 :4Rקבוצות של  - תת  3 להלן (18

      

 

 

 

(1, 2, 2,1), (1,1, 1, 1), (0,0,1,1)

(1,1,0,0), (1, 2,1,0), (1,3,3,1)

(2,3,1,0), (1, 2,1,0), (1, 4,3,1)

U span

W span

V span

= − −

=

=

  

Uהאם  . א W=? 

Uהאם   .ב V=? 
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 תשובות סופיות 

 ג. לא.   ב. לא.  א. לא.  (1

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (2 3 2 2 1 32 , 2u u u u u u= + = −. 

1ג. כן,   ב. כן.  א. כן. (3 4 2 2 4 14 , 4u u u u u u= − = −. 

4kא+ב+ג.   (4 = − 

5) 5 3 , 4 13 , 7 , 7a t s b t s c s d t= + = − = = 

6) 1 2 32v u u u= +  .אינסוף,  +

7) 1 2

7 3

4 4
v u u=  . אינסוף, +

2Aכן. ג.   המטריצות תלויות. א.  (8 B C= + 
2ב.   , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25A B C B A C C A B D A B= + = − = − = + 

2ג.   א. הפולינומים תלויים.  (9 4 14p p p= − 

1ב.   2 3 2 1 3 3 1 2 4 1 22 , 2 , 0.5 0.5 , 0.25 0.25p p p p p p p p p p p p= + = − = − = + 

,לכל ערך של  (10 ,a b c. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (11 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

2הווקטורים תלויים ליניארית, ומתקיים:   (12 , 0.5 0.5 , 2x y z y x z z y x= − = + = −. 

 בלתי תלויים ליניארית.  (13
 תלויים.  (14
 בלתי תלויים ליניארית.  (15
 הוכחה.שאלת  (16
 הוכחה.שאלת  (17
 לא.ב.   כן.א.  (18
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 , דרגה של מטריצהבסיס ומימד

 שאלות 

 :3R- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (1

,(1,0,1)} . א (0,0,1)} 

,(1,1,2)} .ב (1,2,3), (3,3,4), (2,2,1)} 

,(1,2,3)} . ג (4,5,6), (7,8,9)} 

 

2- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (2 2[ ]xM R: 

 . א
1 2 5 6 9 1

, ,
3 4 7 8 2 3

      
      
      

 

 .ב
1 2 5 6 9 1 5 6 5 16

, , , ,
3 4 7 8 2 3 7 2 7 8

          
          
          

 

 . ג
1 1 0 1 0 0 0 0

, , ,
1 1 1 1 1 1 0 1

        
        
        

 

 

2- לאם הקבוצות הבאות הן בסיס בדקו  (3 ( )P R: 

1}2 . א , 2 3}x x x+ + + 

2 .ב 2 2{1 , 2 3,2 4 , }x x x x x x x+ + + + − 

2 . ג 2 2{1 2 3 , 4 5 6 ,7 8 10 }x x x x x x+ + + + + + 

 

3R :-נתונה קבוצת וקטורים ב (4 (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9),(2,3,4)T =. 

 ?3R- לבסיס  Tהאם  . א

 ,שהיא קבוצה מקסימלית של וקטורים ,T'קבוצה מצאו   .ב
 . T-ליניארית בבלתי תלויה 

 .3R לבסיס של T'את  ימוהשל . ג
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 מציאת בסיס וממד למרחב פתרונות של מערכת משוואות הומוגנית 

 הומוגניות: מערכות של משוואות  3להלן  (5

1 .

2 0

3 7 4 0

5 3 15 6 0

x y z w

x y z w

x y z w

+ − + =


− + + =
− + − − =

  2  .

0

2 0

3 3 0

x y z w

x z w

x y z w

− + + =


+ − =
 + + − =

 3 .
0

2 2 2 2 0

x y z w

x y z w

− + + =


− + + =
 

 . 1את המרחב הנפרש ע"י מערכת המשוואות  W- בנסמן 
 . 2י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע U- בנסמן 

 . 3י מערכת המשוואות "את המרחב הנפרש ע V- בנסמן 
 .V-ו W ,U- לבסיס וממד מצאו 

 

נתון  (6 4( , , , ) | ,U a b c d R a c b d=  = =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (7 4( , , , ) | ,U a b c d R c a b d b c=  = + = +. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (8 4 | (1, 1,1, 1) 0U v R v=   − − =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

נתון  (9 2 2[ ] | T

xU A M R A A=  =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

2 נתון (10 2

1 1 0 0
[ ]

1 1 0 0
xU A M R A

 −    
=   =    

     

. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

 נתון (11 3( ) [ ] (1) 0|U p x P R p=  =. 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
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 מרחב -תתמציאת בסיס וממד ל

     :4R שני תתי מרחבים של המרחבלהלן  (12

    
 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U span

V span

= − − − − −

= − − −
 

   .U- ל ממד ומשוואות  , בסיסמצאו  . א

   .V- ל ממד ומשוואות  , בסיסמצאו  .ב

 

2  מרחב של המרחב- תת להלן  (13 2[ ]xM R: 

      
1 1 4 1 2 1

, ,
1 2 1 1 1 3

U span
 −      

=       
− − −      

 

 .U- לבסיס וממד מצאו 

 

]3  מרחב של המרחב- תת להלן  (14 ]P R: 

    2 3 2 3 2 31 2 ,4 ,2 3U span x x x x x x x x x= + − + + − + − + − 

 .U- לבסיס וממד מצאו 
 

 מטריצה מציאת בסיס וממד למרחב שורה ומרחב עמודה של מטריצה, דרגת 

 של המטריצה,  בסיס וממד למרחב השורה ומרחב העמודהמצאו  16-15בשאלות 
 : (rank) את דרגת המטריצה נווציי

15) 

4 1 1 5

0 11 5 3

2 5 3 1

1 3 1 2

 
 

−
 
 −
 

− 

 

 

16) 

1 2 1 3 5

2 5 3 1 6

1 1 2 2 1

2 3 5 4 1

 
 
 
 − −
 
− − − 
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 תשובות סופיות 

 לא. ג.   לא.ב.   לא. א.  (1
 ג. כן.  ב. לא.  א. לא.  (2
 ג. כן.  ב. לא.  א. לא.  (3

)ב.    א. לא.  (4 ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6T )ג.   = ) ( ) ( ) ' 1,2,3 , 4,5,6 , 0,0,1T = 

)בסיס:   - Wא.  (5 ) ( ) 1.5,2.5,1,0 , 1.5, 0.5,0,1− −  . 2, ממד: −

       U -  :בסיס( ) ( ) 2, 1,1,0 , 1,2,0,1−  . 2, ממד: −

      V -  :בסיס( ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 , 1,1,0,0−  . 3, ממד: −

)בסיס:   (6 ) ( ) 0,1,0,1 ,  .2, ממד: 1,0,1,0

)בסיס:   (7 ) ( ) 1,1,0,1 , 2, 1,1,0−  .2, ממד: −

)בסיס:   (8 ) ( ) ( ) 1,0,0,1 , 1,0,1,0 ,  .3, ממד: −1,1,0,0

בסיס:   (9
0 0 0 1 1 0

, ,
0 1 1 0 0 0

      
      
      

 .3, ממד: 

בסיס:   (10
0 0

0 0

  
  
  

 .0, ממד: 

)בסיס:   (11 ) ( ) ( )( ) 3 2

1 2 31 , 1 , 1p x x p x x p x x= − + = − + = −  .3, ממד: +

)א. בסיס:   (12 ) ( ) 1,1, 1,2 , 0, 4,10, 2− −  . 2, ממד: −

)ב. בסיס:  ) ( ) ( ) 1, 1,1,1 , 0, 1,1, 2 , 0,0, 2,5− − −  . 3, ממד: −

בסיס:   (13
1 1 0 3

,
1 2 3 7

 −   
    
− −    

 .2, ממד: 

בסיס:   (14 2 3 2 31 2 , 3 3 7x x x x x x+ − + − +  .2, ממד: −

)מרחב שורה: בסיס:   (15 ) ( ) 4,1,1,5 , 0,11,  . 2, ממד: −5,3

מרחב עמודה: בסיס:  

4 0

0 4
,

2 2

1 1

    
    
     
   − 
        

 . 2, דרגה: 2, ממד: 

)מרחב שורה: בסיס:   (16 ) ( ) ( ) 1,2,1,3,5 , 0,11, 5, 4 , 0,0,0,1,1−  . 3 , ממד:−

מרחב עמודה: בסיס:  

1 0 0

2 1 0
, ,

1 3 16

2 7 37

      
      
       
     − − 
      −      

 . 3, דרגה: 3, ממד: 
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 מחבים-חיתוך, סכום וסכום ישר של תת 

 שאלות 

מערכות של משוואות לינאריות הומוגניות:  3 להלן (1

2 0 0
0

1) 3 7 4 0 2) 2 0 3)
2 2 2 2 0

5 3 15 6 0 3 3 0

x y z w x y z w
x y z w

x y z w x z w
x y z w

x y z w x y z w

+ − + = − + + = 
− + + = 

− + + = + − =  
− + + = − + − − = + + − = 

 

,- נסמן ב ,V U W  בהתאמה.  3-ו 2,1את המרחבים הנפרשים ע"י פתרון המערכות 

 .V-ו U ,W- בסיס וממד למצאו  . א
U- בסיס וממד למצאו  .ב V+. 
U- בסיס וממד למצאו  . ג V. 

 

:4Rשל המרחב  מרחבים- תתשני להלן  (2

 

 

(1,1, 1,2), (3, 1,7,4), ( 5,3, 15, 6)

(1, 1,1,1), (1,0,2, 1), (1,1,3, 3), (5,1,5,8)

U sp

V sp

= − − − − −

= − − −
 

 .U- בסיס, ממד ומשוואות ל מצאו  . א
 .V- בסיס, ממד ומשוואות ל מצאו  .ב
U- בסיס וממד למצאו  . ג V+ . 
U- בסיס וממד למצאו  .ד V ( פתרו)בשתי דרכים שונות. 

4Uהאם  .ה V R+ =? 

4Uהאם  .ו V R =? 
 

]3מרחבים של המרחב - תתשני להלן  (3 ]P R: 

 

 

2 3 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3

1 2 ,3 7 4 , 5 3 15 6

1 ,1 2 ,1 3 3 ,5 5 8

U sp x x x x x x x x x

V sp x x x x x x x x x x x

= + − + − + + − + − −

= − + + + − + + − + + +
 

U- בסיס וממד למצאו  . א V+. 
U- בסיס וממד למצאו  .ב V. 

 

]3מרחבים של המרחב - תתשני להלן  (4 ]P R:

 

 

3 2 3 2 3

3

1 ,1 2 2 , 1 2 3 2

( ) [ ] (1) ( 1) 0

U sp x x x x x x x x

V p x P R p p

= + + + + + − + + +

=  = − =
 

U- בסיס וממד למצאו  . א V+. 
U- בסיס וממד למצאו  .ב V. 
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]3מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (5 ]P R :
 

 

2 3

3

1 , ,1

( ) [ ] '(0) 0

U sp x x x x

V p x P R p

= + + +

=  =
 

U- בסיס וממד למצאו  V. 
 

]2מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (6 ]M R

3 5 3
, ,

7 15 2 4 6

1 1 1 0 1 1 5 1
, , ,

1 1 2 1 3 3 5 8

x y z x y z
U x y z R

x y z x y z

W sp

 + − − + 
=   − + − + −  

 −       
=         − −        

 

 .W- ול U- בסיס וממד למצאו  . א

U- בסיס וממד למצאו  .ב W+. 

U- בסיס וממד למצאו  . ג W. 
 את משפט הממד עבור תרגיל זה. ואשר .ד

 

]2מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (7 ]V M R=:

  1 1
| , | 0

1 1
TU A V A A W A V A

  
=  = − =  =  − −  

 

 .W- ול U- בסיס וממד למצאו  . א

U- בסיס וממד למצאו  .ב W+. 

U- בסיס וממד למצאו  . ג W. 

Uהאם  .ד W V+ =? 
Uהאם  .ה W V =? 

 

]3מרחבים של המרחב - שני תתלהלן  (8 ]V M R=: 

{A  משולשית עליונה | , { |TU A V A A W A V=  = =  

 .U- בסיס וממד למצאו  . א

 .W- בסיס וממד למצאו  .ב

U- בסיס וממד למצאו  . ג W+. 

U- בסיס וממד למצאו  .ד W. 

U .ה W V = 
 

 .3Rשל   2מרחבים מממד -שני תת  W-ו U יהיו (9
)dimכי   וחיהוכ ) 0U W . 
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 . 10מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (10
 . 9ממימד  V מרחבים שונים של-שני תת  W-ו U יהיו

U   כי וחיהוכ . א W V+ =. 

)  וחשב .ב )dim U W . 

 
 . 10מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (11

 . 7ממימד  Vמרחבים שונים של -שני תת  W-ו U יהיו
Uאת המימדים האפשריים של מצאו   W ו-U W+. 

 
 .7מרחב וקטורי ממימד  Vיהי  (12

)-כך ש ,Vמרחבים של -שני תת  W-ו U יהיו ) dim 4, dim 5U W U W = = . 

Uהאפשריים של  את המימדיםמצאו   W ו-U W+. 

 

F  .,Aמרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי  (13 B V  . 

 :נגדיר | ,A B a b a A b B+ = +  . 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

) . א ) ( ) ( )sp A B sp A sp B+ =  

) .ב ) ( ) ( )sp A B sp A sp B =  

) . ג ) ( ) ( )sp A B sp A sp B = + 

) .ד ) ( ) ( )sp A B sp A sp B+ = + 

) .ה ) ( ) ( )sp A B sp A sp B =  
 

המוגדרים על ידי:, 3Rמרחבים של - תת W-ו U יהיו (14

   ( , , ) | , (0, , )U a b c a b c W b c= = = =. 

3Uכי   וחיהוכ W R =. 
 

]יהי  (15 ]nV M R=. 

 המכיל את כל המטריצות הסימטריות.  Vשל   מרחב-תת Uיהי  . א
 סימטריות.-צות האנטי המכיל את כל המטרי Vשל   מרחב-תת Wיהי 
Uכי   וחיהוכ W V =. 

 המשולשות העליונות.  המכיל את כל המטריצות Vשל   מרחב-תת Uיהי  .ב
 התחתונות.  המכיל את כל המטריצות המשולשות Vשל   מרחב-תת Wיהי 
Uכי   וחיהוכ W V . 
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 תשובות סופיות 

 א. (1 ( 1.5, 2.5,1,0), ( 1.5, 0.5,0,1) , dim 2WB W= − − − =

 ( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U UB = − − =

 ( 1,0,0,1), ( 1,0,1,0), (1,1,0,0) , dim 3VB V= − − = 

ב.   (0,0, 1,1), (0,1,1,0), (1,1,0,0) dim( ) 3U VB U V+ = − + = 

ג.   ( )( 2, 1,1,0), (1, 2,0,1) , dim 2U VB U V = − −  = 

א.  (2 (1,1, 1, 2), (0, 2, 5,1) , dim 2UB U= − − = ,
3 5 2 0

3 2 0

x y z

x y t

− + + =

− − + =

  

ב. (1, 1,1,1), (0,1,1, 2), (0,0, 2, 5) , dim 3VB V= − − − = ,8 5 2 0x y z t− − + + =   

 ג. (1,1, 1, 2), (0, 4,10, 2), (0,0,1,0), (0,0,0,1) , dim( ) 4U VB U V+ = − − − + = 

  ד. (5,1,5,8) , dim( ) 1U VB U V =   . ו. לא  ה.  כן.   =

 א. (3  ( )2 3 2 3 2 31 2 ,2 5 , , , dim 4U V sp x x x x x x x x U V+ = + − + − + + = 

ב.   2 35 5 8 , dim( ) 1U VB x x x U V = + + +  = 

א.  (4 3 2 3 2 31 , , 2 , dim( ) 3U VB x x x x x x x U V+ = + + + + + + = 

ב. 21 , dim( ) 1U VB x U V = − +  = 

5)  2 31 ,1 , dim( ) 2U VB x x U V = − + +  = 

 א. (6
1 1 0 4

, , dim( ) 2
1 2 10 2UB U

 −   
= =    − −    

 

1 1 0 1 0 0
, , , dim( ) 3

1 1 1 2 6 15WB W
 −     

= =      − −      
 

  ב.
1 1 0 2 0 0 0 0

, , , , dim( ) 4
1 2 5 1 1 0 0 1U WB U W+

        
= + =        − −        

 

 ג.
5 1

, dim( ) 1
5 8U WB U W

  
=  =  

  
 

 . סרטוןד. ראו ב
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א.  (7
0 1 0 0 1 1

, dim 1, , , dim 2
1 0 1 1 0 0U WB U B W

   −     
= = = =        

        
  

)ב.   )
0 1 0 0 1 1

, , , dim 3
1 0 1 1 0 0U WB U W+

 −     
= + =      

      
  

ג. 
0 0

, dim( ) 0
0 0U WB U W

  
=  =  

  
 

 ה. לא.   ד. לא.

א.  (8

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

dim 6

UB

U

            
            =  
                        

=

 

ב.  

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

dim 6

WB

W

            
            =  
                        

=

 

ג. 

( )

1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

dim 9

U WB

U W

+

            
            
            
           

=  
      
      
            

+ =

 

)ד.   )
1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , dim 3

0 0 0 0 0 0 0 0 1
U WB U W

      
      =  = 
            

 

 ה. לא. 
 הוכחה.שאלת  (9

 8ב.  הוכחה.שאלת א.  (10

11) ( )dim 4,5,6 7U W or = ,( )dim 8, 9 10U W or+ =   

12) ( )dim 6 7U W or+ = ,( )dim 2,3 4U W or = 

 הוכחה.שאלת  (13

 הוכחה.שאלת  (14

 הוכחה.שאלת  (15
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 ומטריצת מעבר מבסיס לבסיס  וקטור קואורדינטות 

       : 3Rנתונים שני בסיסים של   (1

   
1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג
1B   2לבסיסB. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   .ד
2B   לבסיס

1B. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

 את הטענות הבאות:  ואשר .ה

1. 1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

2. 2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B
 = 

3. ( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 

 

]2נתונים שני בסיסים של   (2 ]P R: 
2 2 2 2

1 2{1 , , } , { 1 , , }B x x x x B x x x x= + + = + +. 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

מטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג
1B   2לבסיסB. 

2-מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 
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נתונים שני בסיסים של   (3
2[ ]M R: 

1 1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 0 0 1 0 0 1

B

E

        
=         

        

        
=         

        

 

 .Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
B

v . 

 .Eאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
E

v . 

 .Eלבסיס   Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג

-מטריצה זו בסמנו 
E

B
M  . 

 

 . V בסיס של B מרחב וקטורי ויהי V יהי (4

 קטוריםוכי הו וחיהוכ 1 2, ,..., mu u u  ,בת"ל 

 ,הקואורדינטות שלהםוקטורי  אם ורק אם  

B,   לפי הבסיס 1 2[ ],[ ],...,[ ]mu u u, .הם בת"ל 

 כיצד השתמשנו בטענה זו רבות במהלך הקורס.  וריהסב
 

 

 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ), ,x y x z z− )ב.    − ), ,x y z x y− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

1ד.  

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
 

  =   
 − − 

 ה. הוכחה.  

)א.  (2 ), ,a b a c c− )ב.   − ), ,a b c a b− 2ג.   −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
 

  = − −   
 
 

 

)א.  (3 ), , ,x y x z y x t z y x− − + − + )ב.   − ), , ,x y z t  .ג

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1

 
 
−
 
 −
 
− − 

 

 שאלת הוכחה. (4
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 תרגילי תיאוריה מתקדמים 

 שאלות הוכחה 

תהי  מרחב, ו  Vיהי   (1 1 2, , kA v v v=  ;קבוצהb V. 

)הוכיחו כי:   )  ( ) ( )b sp A sp A b sp A   =. 

 

,יהיו   (2 ,u v w וקטורים, כך ש - ,u v תלויה ליניארית ו-בלתי - ( ),u sp v w. 

- הוכיחו ש .א ( ),w sp u v. 

, הקבוצה  zנתון גם כי עבור וקטור נוסף   .ב , ,u w z  תלויה ליניארית. -בלתי 

הוכיחו שגם הקבוצה   , ,u v z תלויה ליניארית. - בלתי 

 

מרחב, תהי   Uיהי   (3 1 2, , nA u u u U=    ויהיu U  .וקטור כלשהו 

)כי אם  הוכיחו  )u sp A  וכן , ( )nu sp A u ), אז  − )1 2 1, , , ,n nu sp u u u u−. 

 

bמרחב,   Vיהי   (4 V ו - 1 2, , kA v v v V=   תלויה ליניארית. -בלתי 

הוכיחו כי     1 2, , ,kA b v v v b )בת"ל    = )b sp A . 

 

מימדי, תהי   nמרחב   Vיהי   (5 1 2, , kA v v v V=    ויהי( )b sp A. 

1למשוואה   1 2 2 k kx v x v x v b+ +  פתרון יחיד. אין =

 הפריכו: או הוכיחו 

k .א n 

 .Vפורשת את   A .ב

 בהכרח תלויה ליניארית. A .ג

 

bמרחב,   Vיהי   (6 V ו - 1 2, , kA v v v V=   תלויה ליניארית. -בלתי 

 הפריכו: או הוכיחו 

)אם  .א )b sp A  אז הקבוצה , 1 2, , nB v b v b v b= + +  היא בת"ל.  +

)אם  .ב )b sp A  אז הקבוצה , 1 2, , nB v b v b v b= + +  היא בת"ל. +

)אם  .ג )b sp A  אז הקבוצה , 1 2, , nB v b v b v b= + +  היא ת"ל.  +
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  , ויהיומרחב וקטורי מעל   Vיהי   (7
1 2 3, ,v v v V. 

נסמן:     1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , ,S v v v T av v v v av v v v av= = + + + + +. 

 הפריכו: או הוכיחו 

spS .א spT 

2,1aתלויה ליניארית ואם  בלתי  Sאם  .ב  ), אז בהכרח  − ) ( )sp T sp S=. 

) .ג )dim 2spT  

) .ד )( ) ( )( )dim dimsp T sp S= 

 

מרחב ותהיינה   Vיהי   (8   1 2 1 2, , , , , , ,k mA v v v B w w w=  .V- קבוצות וקטורים ב =

 הפריכו: או הוכיחו 

) .א ) ( ) ( )sp A B sp A sp B = + 

Aאם  .ב B   בת"ל, אז,A B  .שתיהן בת"ל 

dimVאם  .ג m k= A,וגם   + B  שתיהן בת"ל, אזA B  .בת"ל 

Aאם  .ד B   בת"ל, אז( ) ( )  0sp A sp B =. 

 

U,מרחב ויהיו   Vיהי   (9 W V .תמר"ים 

תהיינה     1 2 1 2, , , , , , ,m mA a a a U B b b b=   שתי קבוצות בת"ל.  =

כי אם  הוכיחו  0U W A, אז = B .בת"ל 

 

U,מרחב ויהיו   Vיהי   (10 W  .תמר"ים שלו 

Uכי  הוכיחו  W   מרחבW U    אוU W. 

 

 

 www.GooL.co.il -לפתרונות המלאים בסרטוני וידאו היכנסו ל
 

  

1

פרק 33מרחבים וקטורים

220

220



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

 שאלות אמריקאיות 

A,תהיינה   (11 B   2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 בהכרח מתקיים: זא

 .Aמוכל במרחב השורות של  2Aמרחב השורות של   .א

 משולשית עליונה  Aמשולשית עליונה, אז בהכרח   ABאם  .ב
 משולשית עליונה. Bאו  

0ABאם  .ג 0B, אז בהכרח  =  . =0Aאו   =
 . אף תשובה אינה נכונה .ד

 

נסמן   (12
1 1 1

2 2 2

3 3 3

, ,

a b c

U Sp a b c

a b c

      
      

=       
      
      

, 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

, ,

a a a

W Sp b b b

c c c

      
      

=       
      
      

 

 .3מרחבים של  -תתשני 
 אזי בהכרח מתקיים: 

U .א W= 

dim .ב dimU W= 

U .ג W 

3Uאם  .ד W+ אז   ,= 0U W =. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

פולינומים במרחב   6קבוצה בת   Aתהי   (13 5 x   מרחב הפולינומים   מעל(

- (, ונניח בנוסף ש 5ממעלה עד וכולל    ( )5 x Sp A= . 

 אזי בהכרח מתקיים: 

 . 4פולינומים ממעלה   4מכילה בדיוק  A- ייתכן ש .א

 . 3פולינומים ממעלה   5מכילה בדיוק  A- ייתכן ש .ב

מרחבים של  -תתשני  .ג 5 x .מאותו מימד בהכרח שווים 

 תלויה ליניארית.  A .ד
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה
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 ,מעל שדה   2במרחב וקטורי   (14

תהי  
1 1

,
3 1

A
 −    

=     
    

 .2- וקטורים מ 2קבוצה סדורה של 

המקיימת   Pאז מטריצה   
A

v Pv=   2לכלv,  :שווה ל 

 .א
1 1

3 1
P

− 
=  
 

 

 .ב
1 3

1 1
P

 
=  

− 
 

 .ג
1 31

1 14
P

− 
=  

 
 

 .ד
1 11

3 14
P

 
=  

− 
 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

A,ותהיינה   ,F  מרחב וקטורי מעל שדה V  יהי  (15 B   קבוצות שונות לא ריקות

 . אז בהכרח מתקיים:V- של וקטורים מ  וזרות 

Aאם  .א B אז בהכרח   ,בלתי תלויה ליניארית( ) ( )  0sp A sp B =. 

Aאם  .ב B תלויה לינארית , 
 תלויה לינארית.  Bתלויה לינארית או   Aאז בהכרח  

A,אם  .ג B אז בהכרח   ,בלתי תלויות לינאריתA B   .בלתי תלויה לינארית 

)אם  .ד ) ( ) ( )sp A sp B sp A B = ,   אז בהכרחA B  .תלויה לינארית 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

 , אז: Vתת מרחב של מרחב וקטורי   Wאם  (16

מוכל בבסיס   Wוכל בסיס של   ,Wמכיל בסיס כלשהו של   Vכל בסיס של   .א
 .Vכלשהו של  

מוכל   Wאבל לא כל בסיס של   ,Wמכיל בסיס כלשהו של   Vכל בסיס של   .ב
 . Vבהכרח בבסיס כלשהו של  

אבל כל בסיס של  , Wמכיל בהכרח בסיס כלשהו של   Vלא כל בסיס של   .ג
W   מוכל בבסיס כלשהו שלV. 

 נה. אף תשובה אינה נכו  .ד
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U,יהיו   (17 W  מרחבים של מרחב  -שני תתיV, 

dim- כך ש , dim dim 1V n U W n= = = −. 
 אז:

) .א )2 dimn U W−   

Uאם  .ב W,  ש ייתכן -U W. 

vקיים   .ג V, כך ש - V U sp v= - ו +   0U sp v =. 

אם  .ד U sp v V+ - ו =   0U sp v vאז  , = W. 

 

נניח כי   (18
1 2 3 4, , ,v v v v   הם וקטורים במרחב ליניאריV. 

 הוכיחו כל אחת מהטענות הבאות: 

אם  .א   1 2 3 4, ,Span v v Span v v והווקטורים  
1 2 3 4, , ,v v v v שונים זה מזה,  

קטורים  ואז הו 
1 2v v− ו -

3 4v v−  .הם בת"ל 

1אם  .ב 2,v v   3בת"ל וגם 4,v v   בת"ל, וכן     1 2 3 4, , 0Span v v Span v v =, 

אז 
1 2 3 4, , ,v v v v  .הם בת"ל 

 

V,אם  (19 W   תת מרחבים של מרחב וקטוריU ,  :ומתקיים

dim 6,dim 5,dim 3U V W= = =, 

)אז  )dim V W  :יכול להיות 

 0 .א
 1 .ב
 2 .ג
 3 .ד
 4 .ה
 5 .ו

 

20) ,V W 7של   3מרחבים ממימד -תתI  , 1 2 3, ,w w w   בסיס שלW ו- 1 2 3, ,v v v  

 , אז:Vבסיס של  

 .א 1 1 2 2 3 3, , , , ,v w v w v w  .בלתי תלויה לינארית 

 .ב 1 1 2 2 3 3, , , , ,v w v w v w   פורשת אתV W+. 

 .ג 1 1 2 2 3 3, ,v w v w v w+ +  בת"ל.  +

 .ד 1 1 2 2 3 3, ,v w v w v w+ + Vפורשת את   + W+. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה
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 אז בהכרח:  ,ריבועית לאמטריצה  A אם (21

 .Aשווה למרחב השורות של   tA  מרחב השורות של  .א

 .Aשונה ממרחב השורות של   tA  מרחב השורות של  .ב

 .Aשווה לממד מרחב השורות של   tAממד מרחב השורות של   .ג

 .Aשונה מממד מרחב השורות של   tA  ממד מרחב השורות של .ד
 אינה נכונה. אף תשובה  .ה

 

A,תהיינה   (22 B   2מטריצות ריבועיות ממשיות מסדרn . 
 אזי בהכרח מתקיים: 

 .Aמוכל במרחב השורות של   ABמרחב השורות של   .א

0ABאם  .ב 0Bאז בהכרח   ,=  .=0Aאו   =

 Bמשולשית עליונה או   Aאז בהכרח   ,משולשית עליונה ABאם  .ג
 משולשית עליונה. 

2אם  .ד nAB I= ,  2אז בהכרח nBA I=. 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

פולינומים במרחב   6קבוצה בת   Aתהי   (23 5 x  מרחב הפולינומים   מעל(

- (, ונניח בנוסף ש 6ממעלה עד וכולל    ( )5 x Sp A= . 

 אזי בהכרח מתקיים: 

 . 2פולינומים ממעלה   4מכילה בדיוק  A- ייתכן ש .א

 . 1פולינומים ממעלה   4מכילה בדיוק  A- ייתכן ש .ב

מרחבים של  -תתשני  .ג 5 x .מאותו מימד בהכרח שווים 

 תלויה לינארית. בלתי  A .ד
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

מספר ממשי ויהיו   aיהי   (24

1 1

1 1
, , ,

1 1

1 1

a a

a a
U Sp W Sp

a a

a a

          
          
          = =   
          
                    

 

4  מרחבים של- שני תתי
 בהכרח מתקיים:  .

 .א 0U W  .aלכל ערכי   =

 .ב 0U W    לכל ערכיa. 

) .ג )dim 3U W 1aלכל ערכי   =  . 

) .ד )dim 1U W 1aלכל ערכי  =  . 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה
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נתונות המטריצות   (25

1 2 3 2 5 5

3 6 9 1 1 0

2 4 6 2 4 3

T R

   
   

= = − −
   
      

. 

 אז בהכרח מתקיים:

) .א ) ( )1, 2rank T rank R= = 

) .ב )3 5 1rank R T = 

3מרחב השורות של   .ג 5R T   5שווה למרחב השורות שלT. 

100 .ד 0T = 
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

, ותהי  Fמרחב וקטורי מעל שדה   Vיהי   (26 1 2, ,..., nA v v v=   קבוצה של וקטורים

)  V-מ )1 nנניח בנוסף ש . -( )dim V n= :אזי בהכרח מתקיים . 

 .Vפורשת את   Aאז   ,בלתי תלויה לינארית Aאם  .א

 בלתי תלויה לינארית.  Aאז  ,V- קבוצה פורשת ל Aאם  .ב

 תלויה לינארית.  Aאך   ,Vפורשת את   Aייתכנו מקרים בהם   .ג

 .Vאינה פורשת את   Aבלתי תלויה לינארית, אך   Aייתכנו מקרים בהם   .ד

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

A,, ותהיינה  F  מרחב וקטורי מעל שדה Vיהי   (27 B   קבוצות שונות לא ריקות של

 אז בהכרח מתקיים: .V- וקטורים מ 

Aאם  .א B   בלתי תלויה לינארית, אז בהכרח( ) ( )  0sp A sp B =. 

A,אם  .ב B אז בהכרח   ,תלויות ליניאריתA B .תלויה לינארית 

A,אם  .ג B אז בהכרח   ,בלתי תלויות ליניאריתA B  .בלתי תלויה לינארית 

)אם  .ד ) ( ) ( )sp A sp B sp A B =  ,  אז בהכרחA B  .תלויה לינארית 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

3וקטור הקואורדינטות של הפולינום   (28 22 12 11x x x+ − +, 

ביחס לבסיס   3 2 3 2 22 3 2, 1, ,2 2x x x x x x+ + + +  הוא:  ,+

) .א )2,2, 2,4− 

) .ב )4, 2, 1, 2− − 

) .ג )2, 1, 2, 4− − 

) .ד )4, 1, 2, 2− 

 אף תשובה אינה נכונה.  .ה
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 מטריצה כלשהי. אזי בהכרח: Aתהי   (29

 . ל"בת Aאזי עמודות   ,ל"בת Aאם שורות   .א

 מטריצה ריבועית.  Aאזי בהכרח   ,ל" בת Aועמודות   ל"בת Aאם שורות   .ב

 מטריצה הפיכה.  A  בהכרח אזי  ,ל" בת Aועמודות   ל"בת Aאם שורות   .ג

0Axאזי בהכרח למערכת   ,ל"בת Aאם שורות   .ד  . יש פתרון יחיד =
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

 :מעל   4מרחבים של  -תתנתונים   (30

( ) 4, , ,U a b c d a b c d=  + + =  

( ) ( ) ( ) ( ) 1,0,1,1 , 0, 2,1,0 , 0,1,1,1 , 1,1,1,0W sp=  

,מצאו בסיס וממד עבור   .א ,U W U W. 

K,עבור תת מרחבים   .ב L   של מרחב וקטוריV הגדירו את ,K L+. 

 

31) A  0  ריבועית, כך שלמערכת המשוואות ההומוגנית לא מטריצהAx = 
 פתרון יחיד, אז: 

Axיש מערכת לא הומוגנית   .א b=   .ללא פתרון 

Axיש מערכת לא הומוגנית   .א b=   .עם יותר מפתרון אחד 

tAיש מערכת לא הומוגנית   .ב y c=  . ללא פתרון 

tAיש מערכת לא הומוגנית   .ג y c=  .עם יותר מפתרון אחד 

 . אף תשובה אינה נכונה .ד

 

2מסדר   Aנתונות מטריצות ממשיות  (32 4  ו -B   4מסדר 4, 

)  -כך ש ) ( )2, 3rank A rank B= =. 

0ABהוכיחו כי   . 

 

33) A  3מטריצה 3, 2-כך ש 0A  יכולה להיות: A, אז הדרגה של  0Aאבל   =
 0 .א
 1 .ב
 2 .ג
 3 .ד
 אף תשובה אינה נכונה.  .ה

 

3מטריצה מסדר   Aתהיינה   (34 5 ו -B  5מטריצה 3 :אז 

 הפיכה.  BAהפיכה אם ורק אם   AB .א

 בהכרח לא הפיכה.  AB .ב

 רח הפיכה. בהכ BA .ג

0ABאם  .ד ), אז  = ) ( ) 5rank A rank B+ . 
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פתרון יחיד, Aמטריצה, כך שלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   Aאם  (35
 אז בהכרח: 

 הפיכה.  A .א

 פתרון יחיד.  tAלמערכת ההומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ב

 פתרון יחיד.  Aלכל מערכת לא הומוגנית עם מטריצת מקדמים   .ג

 .Aשונה ממרחב הפתרונות של   A  של מרחב העמודות  .ד
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 ד (14 א (13 ב (12 א (11

 הוכחה.  (18 א+ג (17 ג (16 א+ד (15

 ד (22 ב+ג (21 ב (20 ג+ד (19

 א+ב (26 ב+ג (25 ב+ד (24 ה (23

  ג (29 ג (28 א (27

30) 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) 

( )

1,1,00 , 1,010 , 1,001

100 1 , 010 1 , 0012

1,0,2,3 , 0,1,2,3

dim 3, dim 3, dim 2

U

W

B

B

U W sp

U W U W

= − −

= − −

 =

= =  =

 

 ב (33 הוכחה.  (32 ד (31

  ד (35 ד (34
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 34 - ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכסון מטריצות - דימיון

תוכן העניינים

1. לכסון מטריצות - תרגילי חישוב י 228

2. דמיון מטריצות י 232
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 תרגילי חישוב –לכסון מטריצות 

 שאלות 

 : 4-1בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 מטריצה אופיינית. מצאו   . א

 פולינום אופייני. מצאו  .ב

 ערכים עצמיים ואת הריבוב האלגברי של כל ערך עצמי. מצאו  . ג

 מרחבים עצמיים ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ערך עצמי. מצאו   .ד

 וקטורים עצמיים.מצאו  .ה

 האם המטריצה ניתנת ללכסון.קבעו  .ו

 . אותהלכסנו במידה והמטריצה ניתנת ללכסון,  .ז

1P- כך ש ,Pמטריצה הפיכה מצאו  ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 .2009Aחשבו   ,במידה והמטריצה ניתנת ללכסון .ח

 את הפולינום המינימלי. מצאו   . ט

 האם המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיים.קבעו  .י

 ,בלבד I-ו  Aבעזרת  −1Aאת בטאו  ,במידה והמטריצה הפיכה
 המילטון. תוך שימוש במשפט קיילי 

1) 

0 2 1

0 2 1

0 1 0

A

− 
 = −
 
 

 2) 

1 1 0

0 1 0

0 0 2

A

 
 

=  
 
 

 

3) 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

A

 
 

=  
 
 

 4) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

 

 

 . וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ומצאו  6-5בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 . אותהלכסנו במידה והמטריצה ניתנת ללכסון, 

1P- שכך   ,Pמטריצה הפיכה מצאו  ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  Dאשר  כ, =

 . ופעם מעל  פעם מעלפתרו 

5) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 6) 

2 1

1 4
A

− 
=  
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 : וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ומצאו    11-7בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

7) 

4 1 1

1 2 1

1 1 2

A

− − 
 

= −
 
 − 

 8) 

1 1 4

3 2 1

2 1 1

A

− 
 

= −
 
 − 

 

9) 

1 1 2

1 2 1

2 1 1

A

 
 

=
 
 
 

 10) 
1 1

4 1
A

 
=  
 

 

11) 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

  

 

3מטריצה ממשית ריבועית מסדר   Aתהי  (12 3. 

 הווקטורים העצמיים של המטריצה הם ידוע כי 
1 2 3

0 1 1

0 , 1 , 1

1 1 0

v v v

−     
     

= = =
     
     
     

, 

1: והם מתאימים לערכים העצמיים  2 36, 2 , 4  = = = −. 

 . A  את המטריצהמצאו  

 

3 מטריצה ממשית ריבועית מסדרהאם קיימת קבעו  (13 3, 

 בעלת וקטורים עצמיים 
1 2 3

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9

v v v

     
     

= = =
     
     
     

, 

1  :המתאימים לערכים העצמיים 2 31, 2 , 3  = = =. 

 אותה. מצאו במידה וקיימת מטריצה כזאת, 
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 תשובות סופיות 

א.  (1

2 1

0 2 1

0 1

x

x

x

− 
 

−
 
 − 

)ב.    ) ( )
2

1p x x x= ,0ג.   − 1x x= =, 

1x  הריבוב האלגברי של 0x הריבוב האלגברי של, ו2הוא  =  .1הוא  =

ד.   1 1,1,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     0 1,0,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

1,1,1,ה.   . לא ניתנת. ח-ו 1,0,0

)2ט.  ) ( 1) deg 3m x x x= −  הפולינום האופייני הוא גם הפולינום המינימלי.  – =
 לא הפיכה.י. 

א.  (2

1 1 0

0 1 0

0 0 2

x

x

x

− − 
 

−
 
 − 

)ב.     ) ( ) ( )
2

1 2p x x x= − ,1ג.  − 2x x= = 

1x  הריבוב האלגברי של 2x הריבוב האלגברי של, ו2הוא  =  .1הוא  =

  ד. 1 1,0,0xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 0,0,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

0,0,1,ה.   לא ניתנת. ח. -ו 1,0,0

)ט.  ) ( ) ( )
2

1 2 deg 3m x x x= − −  הפולינום האופייני הוא גם המינימלי.  – =

 הפיכה. י.

א.  (3

1 0 1

0 1 0

1 0 1

x

x

x

− − 
 

−
 
 − − 

)ב.     ) ( ) ( )1 2p x x x x= − ,0 ג. − 1, 2x x x= = = 

0x 1x ,1רי: ריבוב אלגב – = 2x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

  ד. 0 1,0,1xV sp= =  .1:  ריבוב גיאומטרי – −

     1 0,1,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

,ה.  ,0,1,0 1,0,1 ז.  ניתנת ללכסון.ו.  −1,0,1

-1 0 1

0 1 0

1 0 1

P

 
 

=
 
  

 

ח. 

2016 2016

2016 2016

2 0 2

0 1 0

2 0 2

 
 
 
 
 

)ט.   ) ( ) ( )1 2m x x x x= −  לא הפיכה. י. −
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א.  (4

1 3 0

3 1 0

2 2 6

x

x

x

+ − 
 
− +

 
 − 

)ב.     ) ( )( ) ( )6 2 4p x x x x= − − + 

,6 ג. 2, 4x x x= = = − 

4x = 2x, 1רי: ריבוב אלגב – − 6x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

ד.   6 0,0,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 1,1,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

     4 1,1,0xV sp=− =  . 1: ריבוב גיאומטרי – −

,ה.  ,0,0,1 1,1,0  ז. ניתנת ללכסון.ו.   −1,1,1

0 1 -1

0 1 1

1 1 0

P

 
 

=
 
  

 

ח. 

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017 2017

2 ( 4) 2 ( 4) 0
1

2 ( 4) 2 ( 4) 0
2

6 2 6 2 2 6

 + − − −
 

− − + − 
 − + − +  

 

)ט.  ) ( 6)( 2)( 4)m x x x x= − −  הפיכה. י.  +

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים.אין פתרונות מעל   (5

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v  ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:  (6 3: יםעצמי ים, וקטור = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

ערכים עצמיים:  (7
1 2,32, 3x x= =, 

)וקטורים עצמיים:   ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

3 3 21,0,1 , 1,1,0 , 1,1,1x x xv v V= = == = = 

8) 1,  3,  2x x x= = = − ,( )1 1, 4,1xv = −=  ,( )3 1, 2,1xv = = ,( )2 1,1,1xv =− −= 

9) 1,  4,  1x x x= = = − ,( )1 1, 2,1xv = −=  ,( )4 1,1,1xv = = ,( )1 1,0,1xv =− −= 

10) 1,  3x x= − = ,( )1 1, 2xv = −=  ,( )3 1, 2xv = = 

11) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v  ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

12) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= −
 
 − − 

 

 אין כזו מטריצה. (13
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 דמיון מטריצות 

 שאלות 

 כי:הוכיחו מטריצות דומות.  B-ו A-שידוע  (1

| . א | | |A B= 

) .ב ) ( )tr trA B= 

 אותו פולינום אופייני. B-ו A- ל . ג

 

1Pבאינדוקציה: אם הוכיחו  (2 AP B− 1nאז  ,= nA PB P−=. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (3

  .4Aדומה למטריצה  Aידוע כי  ו n מטריצה ממשית מסדר Aידוע כי   . א
 מטריצה לא הפיכה.  Aהוכיחו כי  

הוכיחו שהמטריצות  .ב
0 1 0 4

, 4
0 0 0 0

A A
   

= =   
   

 דומות.  

 

נתונות שתי מטריצות ממשיות:  (4
2 0 0

1 3 2 , 1 7 0

2 8 5 9 17 6

a b b

A B

   
   

= − = −
   
   − − −   

. 

a,האם קיימים קבועים ממשיים  b ,  כך שהמטריצהA דומה למטריצה B? 

 

, :n נתונות שלוש מטריצות ריבועיות מסדר (5 ,A B C.  כיהוכיחו: 

 דומה לעצמה. A . א

 . A- דומה ל Bאז  ,B-דומה ל Aאם  .ב

 .C- דומה ל Aאז  ,C-דומה ל B- ו B-דומה ל Aאם  . ג

 .−1B- דומה ל −1A אז ,ושתיהן הפיכות B-דומה ל Aאם  .ד

 טבעי. kלכל  ,kB- דומה ל kAאז  ,B-דומה ל Aאם  .ה

)- ו B-דומה ל Aאם  .ו )q x אז ,פולינום ( ) q A דומה ל-( ) q B . 

 .TB- דומה ל TAאז  ,B-דומה ל Aאם  .ז

)אז  ,B-דומה ל Aאם  .ח ) ( )rank rankA B=. 

)אז  ,B-דומה ל Aאם  . ט ) ( )Nullity NullityA B=. 

 

)  – הערה )Nullity A= 0 מימד מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגניתAx =. 

1
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 :הפריכואו הוכיחו  (6

 הן דומות.  ,אותו פולינום אופייני 3אם לשתי מטריצות מסדר  . א

 הן דומות.  ,אותו פולינום מינימלי 3אם לשתי מטריצות מסדר  .ב

 , אם לשתי מטריצות אותו פולינום אופייני ואותו פולינום מינימלי . ג
 אז הן דומות. 

 המטריצות הבאות דומות .ד
3 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

A B
   
   = =
   
   

. 

 

 .2- ו 1, 0יש ערכים עצמיים  3מסדר  A ידוע שלמטריצה ריבועית (7
 : מדוע לא ניתן לעשות זאתהסבירו  כל אחד מהבאים או  וחשב

) . א )rank A 

) .ב )dim Ker A 

)tr . ג )A 

TA .ד A 

TA ע"ע עבור .ה A. 

) ע"ע עבור .ו )
1

24 10A A I
−

+ +. 

 

)  – הערה  ) ( )dim Ker NullityA A= 

 

 פולינום מינימלי. כי למטריצות דומות אותו הוכיחו  (8

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (9

 .C שתי מטריצות הדומות למטריצה B-ו A . א
 .B- דומה ל  A  כי וחיהוכ

  שהמטריצות הבאות דומות: וחיהוכ .ב
1 2 1 1

,
2 4 4 4

A B
   

= =   
   

. 

 

 המטריצות הבאות דומות:  xעבור אילו ערכים של   (10

3 0 1 1 0

2 1 1 , 0 1 0

2 0 0 1 2

x

A B

x

−   
   

= − =
   
   −    

 

 

 

1
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 הוכיחו שכל אחת מהמטריצות הבאות אינה דומה לאף אחת מהאחרות:  (11

1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1

0 1 0 , 0 1 1 , 1 1 0 , 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1

A B C D

−       
       

= = = = −
       
       
       

 

 

,נתונות שתי מטריצות  (12 [ ]nA B M. 

 ניתנת ללכסון.  A  נתון כי
 :וחיהוכ

B דומה ל-A אם ורק אם B ניתנת ללכסון והיא בעלת אותם ע"ע כמו של A. 

 

נתונות המטריצות  (13

2 0 0

2 2

3 1 1

A a

− 
 

=
 
 
 

-ו 

1 0 0

0 2 0

0 0

B

b

− 
 

=  
 
 

a,, כאשר  b. 

 דומות? B-ו Aהמטריצות   b-ו aעבור אילו ערכים של  

 

נתונות המטריצות  (14

1 0

0 3 0

0 1

a

A

a

 
 

=
 
 
 

-ו 

3 0 0

0 1 0

0 0 3

B

 
 

= − 
 
 

 .a, כאשר 

1P  -כך ש  P האם קיימת מטריצה הפיכה וקבע AP B− =. 

 

נתונות המטריצות  (15

1 0 ... 0 0

0 2 ... 0 0

0 0 ... 1 0

0 0 ... 0

A
n

n

 
 
 =
 −
 
 

-ו 

0 ... 0 0

0 1 ... 0 0

0 0 ... 2 0

0 0 ... 0 1

n

n
B

 
 

−
 =
 
 
 

. 

  -כך ש ,P  מטריצה הפיכה ואם כן, מצא האם המטריצות דומות. וקבע
1P AP B− =. 

 

A,תהיינה  (16 B מטריצות ב-( )nM וכן  1, בעלות דרגה ,( ) ( )tr trA B k= כאשר   ,=

k 0-מספר ממשי שונה מ. 

 .B-ו Aמצאו את הפולינום האופייני של  . א

 דומות.  B-ו A-הוכיחו ש .ב
  

1
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3מטריצה מסדר  Aתהי  (17 3  עם פולינום אופייני( ) ( )( )
2

1 4p t t t= − ונתון כי  , +

(4 ) 1I A + =. 

 .2A רשמו את הפולינום האופייני של . א

4הוכיחו שהמטריצה   .ב 10 9A A I−  לא הפיכה, ומצאו את ממד מרחב +

)הפתרונות של המערכת   )4 10 9 0A A I x− + =. 

 

,נתון כי   (18 , , [ ]nA B C D M כך ש-A  דומה ל-B ו -C דומה ל-D. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

A . א C+ דומה ל-B D+. 

 .BD-דומה ל AC .ב
 

 :יכואו הפר וחיהוכ (19

 אם שתי מטריצות שקולות שורה אז הן דומות. . א

 אם שתי מטריצות הן דומות אז הן שקולות שורה. .ב
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (20

Aאז  B-דומה ל A : אםוחיהוכ . א kI− דומה ל- B kI−. 

 האם המטריצות הבאות דומות:  ובדק .ב

 

1 1 1 1 1 0

0 1 0 , 0 1 1

0 0 1 0 0 1

A B









=


 
 




 

=


 






 

 האם המטריצות הבאות דומות:  ובדק . ג

1 1 1 0

0 0 ,

0

5 7

2

0 0

2

2

0

20

7A B









=


 
 




 

=


 






 

 

 מטריצות דומות.  B-ו A  נתון כי (21
 גיאומטרי זהה. ואותם ערכים עצמיים עם ריבוי אלגברי  B-ו A-הוכיחו של

 

7מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 7 4, בעלת דרגה. 

)נתון שהפולינום  ) 4 27 10q t t t= − )מחלק את הפולינום האופייני  + )p t  שלA. 

 .Aמצאו את הפולינום האופייני של 

 לכסינה ומצאו מטריצה אלכסונית שדומה לה.  A-הוכיחו ש . א

)מצאו את   .ב )2tr A. 

 

1
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,נתונות שתי מטריצות  (23 ( )nA B M R. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

B אם . א I+ דומה ל- I A− 2 אזA 2 -דומה לB . 

אותה דרגה, אותו פולינום אופייני, אותה דטרמיננטה  B - ול A -אם ל .ב

)ואותו סכום איברי אלכסון  )trace  .אז הן בהכרח דומות 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

 הוכחה.שאלת  (3

 לא.  (4

 הוכחה.שאלת  (5

 הוכחה.שאלת  (6

1ו.  ה. לא ניתן לחשב. 0ד.  3ג.  1ב.  2א.  (7 1
15 371, , 

 הוכחה.שאלת  (8

 שאלת הוכחה. (9

10) 0x = 

 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12

13) 2b = 0a-ו − = 

2aכן, עבור   (14 =  

 .0ושאר האיברים  1מטריצה שהאלכסון המשני שלה  P -המטריצות דומות ו (15

)א.  (16 ) ( ) 1n n

A Bp t p t t kt −= =  ב. שאלת הוכחה. −

)2א.  (17 ) ( 1)( 16)p x x x= −  . 1ב. ממד מרחב הפתרונות הוא  .−

 שאלת הוכחה. (18

 שאלת הוכחה. (19

 לא דומות.ג.   לא דומות. ב.  שאלת הוכחה.א.  (20

 שאלת הוכחה. (21

)א.  (22 )0,0,0, 2, 2, 5, 5D diag= − )ב.   − )2 14tr A = 

 שאלת הוכחה. (23

1
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 העתקות לינאריות 

 שאלות 

 : אם היא העתקה לינארית , עבור כל אחת מההעתקות,ו, קבע15-1בשאלות 

1) 2 2( , ) ( , ) ; :T x y x y x y T R R= + − →  

 

2) 3 3( , , ) ( 2 , 2 ,2 2 3 ) ; :T x y z x y z x y z x y z T R R= + − + + + − → 

 

3) 3 2( , , ) (2 ,| |) ; :T x y z x z y T R R= + → 

 

4) 2 3( , ) ( , , ) ; :T x y xy y z T R R= → 

 

5) 3 3( , , ) ( 1, , ) ; :T x y z x x y y z T R R= + + + →  

 

6) ( )[ ] ( ) ; : [ ] [ ]n n nB M R T A BA AB T M R M R = + → 

 

7) ( ) ; : [ ] [ ]T

n nT A A A T M R M R= + → 

 

8) ( ) | | ; : [ ] [ ]n nT A A I T M R M R=  → 

 

9) ( ) ; : [ ] [ ]T

n nT A A A T M R M R=  → 

 

10) 1( ) ; : [ ] [ ]n nT A A T M R M R−= → 

 

11) 2 3 2

3 2( ) ; : [ ] [ ]T a bx cx dx a bx cx T P R P R+ + + = + + → 

 

12) ( )( ) ( 1) ; : [ ] [ ]n nT p x p x T P R P R= + → 

 

13) ( )( ) '( ) ''( ) ; : [ ] [ ]n nT p x p x p x T P R P R= + → 

 

14) ( ) 2

2( ) ( ) ; : [ ] [ ]n nT p x p x T P R P R= → 

 

15) ( ) ( ), ; : [ ] [ ]F C F R T z z T C F C F= = = →  

1
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ההעתקה הבאה תהיה לינארית: ,)אם יש כזה( mעבור איזה ערך של הקבוע  (16

( )2 2 2 2 2( , ) , ; :m mT x y m x y x T R R= + →? 

 

 האם קיימת העתקה לינארית המקיימת את הנתון.  ו, קבע20-17בשאלות 
 מדוע.  והאם היא יחידה. אם לא, נמק ואת ההעתקה וקבע ואם כן, מצא 

17) 3 3:T R R→ (1,1,0)- כך ש (1,2,3) , (0,1,1) (4,5,6) , (0,0,1) (7,8,9)T T T= = =. 

 

18) 3 3:T R R→ (1,0,1)- כך ש (1,1,0) , (0,1,1) (1,2,1) , (0,0,1) (0,1,1)T T T= = =. 
 

19) 4 3:T R R→ כך ש - 
(1,2, 1,0) (0,1, 1) , ( 1,0,1,1) (1,0,0) , (0,4,0,2) (2,2, 2)T T T− = − − = = −. 

 

20) 2 2: [ ] [ ]T P R P R→ כך ש-  ( ) ( ) ( )2 21 4, 4 , 1 1T T x x x T x x= + = − = +. 

 

3נתונה העתקה לינארית  (21 3:T R R→ ,:המקיימת    
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1,0,0) ( , , )

(0,1,0) ( , , )

(0,0,1) ( , , )

T a a a

T b b b

T c c c

=

=

=

. 

   שנוסחת ההעתקה נתונה על ידי וחיהוכ . א
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x a b c x

T y a b c y

z a b c z

    
    

=
    
    
    

. 

:טענה דומה לטענה מסעיף א' עבור   וחיוהוכ ונסח .ב n mT R R→. 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (22 V V→. 
 :יכואו הפר וחיהוכ

 אם . א 1 2( ), ( ),..., ( )kT v T v T v   קבוצה בת"ל, אז 1 2, ,..., kv v v  .קבוצה בת"ל 

אם  .ב 1 2, ,..., kv v v   קבוצה בת"ל, אז 1 2( ), ( ),..., ( )kT v T v T v  .קבוצה בת"ל 

 
 

 תשובות סופיות 

 לא  (5 לא  (4 לא  (3 כן (2 כן (1

 לא  (10 לא  (9 לא  (8 כן (7 כן (6

 לא  (15 לא  (14 כן (13 כן (12 כן (11

 כן (20 כן (19 כן (18 כן (17 כן (16

  הוכחה.שאלת  (22 הוכחה.שאלת  (21
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 של העתקות לינאריות  תמונהו  גרעין

 : ומצא ,6-1בשאלות  עבור כל אחת מההעתקות 

 .מד לגרעיןי בסיס ומ . א

 . מד לתמונהי בסיס ומ .ב

1) 4 3( , , , ) ( , 4 ,4 4 ) , :T x y z t x y y z t x y z t T R R= + − + + + − → 

 

2) 3 4( , , ) ( 4 , , , 4 ) , :T x y z x y z x y y z x z T R R= − − + − + → 

 

3) 4 3

1 2 3 1

( , , , ) 1 3 5 2 , :

2 6 10 4

x

y
T x y z t T R R

z

t

 
  
  = − →
  
 −   

 

 

 

4) 
2 2

1 2 1 2
( ) , : [ ] [ ]

0 3 0 3
T A A A T M R M R

   
=  −  →   

   
 

 

5) ( ) 2 2( ) ( 1) ( 4) , : [ ] [ ]T p x p x p x T P R P R= + − + → 

 

6) ( ) 3 3( ) '( ) , : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= → 

 

3העתקה לינארית מצאו  (7 3:T R R→ , 

:אשר תמונתה נפרשת על ידי (4,1, 4), ( 1, 4,1)−. 

 

4העתקה לינארית מצאו  (8 3:T R R→ , 

 :אשר הגרעין שלה נפרש על ידי (0,1,1,1) , (1, 2,3, 4). 

 

T:נתונה העתקה לינארית  V U→. 

)כי אם  וחיהוכ (9 ) ( )dim Im dim KerT T= של   אז הממדV .זוגי 

 
 :וכיאו הפר וחיהוכ (10

5קימת העתקה לינארית  . א 5:T R R→   שעבורה( ) ( )Ker ImT T=. 

4קימת העתקה לינארית  .ב 4:T R R→   שעבורה( ) ( )Ker ImT T=. 

  

1
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T:ידוע שהעתקה לינארית  (11 V W→, 

)מקיימת:  ) ( ) ( )dim Im dim Ker , dim 4T T W= =. 

 ?V מי מבין הבאים יכול להיות הממד של

 10 . א

 9 .ב

 7 . ג

 6 .ד

 כל התשובות לא נכונות. .ה

 
 :וכיאו הפר וחיהוכ (12

T:לכל העתקה לינארית  . א V V→   מתקיים( ) ( )2Im ImT T. 

T:לכל העתקה לינארית  .ב V V→  :שמקיימת

( ) ( ) ( ) ( )2 2Im Im , Ker KerT T T T= 2Tמתקיים    ,= T=. 

T:לכל העתקה לינארית  . ג V V→,   המקיימת( ) ( )Im KerT T, 

0Tאז בהכרח   . 

 

מטריצה   (13
m nA 

)מגדירה העתקה   ) ; : n mT x Ax T R R= →, 

Tואילו 

n mA    מגדירה העתקה( ) ; :T m nS y A y S R R= →. 

)כי   והרא ) ( )( )Im KerT S
⊥

=. 

  

1
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 תשובות סופיות 

)בסיס:   –גרעין  (1 ) 0,0,1,  . 3, מימד: 3כל בסיס של  –. תמונה 1, מימד: 4

)בסיס:   –גרעין  (2 ) 0,0,0 :0, מימד. 

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) ( ) 1,1,0,1 , 0,5,1,4 , 0,0,  .3, מימד: −6,21

)בסיס:   –גרעין  (3 ) ( ) 7,3,0,1 , 1, 2,1,0−  .2, מימד: −

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) 1,1, 2 , 0,1,  .2, מימד: 2

בסיס:   –גרעין  (4
1 1 1 0

,
0 0 0 1

 −    
    
    

 .2, מימד: 

בסיס:   –תמונה 
0 1 1 0

,
0 0 1 1

    
    

−    
 .2, מימד: 

)בסיס:  –גרעין  (5 ) 1p x  .1, מימד: =

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) 2 5 , 1p x x p x= +  .2, מימד: =

)בסיס:  –גרעין  (6 ) 1p x  .1, מימד: =

)בסיס:   –תמונה  ) ( ) ( ) 2 , , 1p x x p x x p x= =  .3, מימד: =

7) 

4 1 1

1 4 1

4 1 1

x x

T y y

z z

− −    
    

=
    
    
    

 

8) ( ) ( ), , , , 2 ,0T x y z t x y z x y t= − − + − − + 

 הוכחה.שאלת  (9

 לא.  (10

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת  (13

1
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 חד ערכיות ועל, איזומורפיזם-העתקות לינאריות חד

 שאלות 

 , עלהאם היא  1, חח"עהאם היא  וקבע, 1-4בשאלות  עבור כל אחת מההעתקות 

 .העתקה הפוכהוהאם קיימת  איזומורפיזם האם היא

 אותה.  וכמו כן, במידה וקיימת העתקה הפוכה, מצא

1) 3 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y z y z z x T R R= − + + − → 

 

2) 3 3( , , ) ( , , 2 ) , :T x y z x y z y z x z T R R= − + + + → 

 

3) 2 3

2( ) ( , , 2 ) , : [ ]T a bx cx a b c a b b c T P R R+ + = + + − − → 

 

4) 2 3

2 3( ) ( ) , : [ ] [ ]
a b

T a b c d x a c x dx T M R P R
c d

 
= − + + + − + → 

 
 

 

4חד ערכית -האם תיתכן העתקה חד  (5 3:T R R→? 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (6 U V→. 
 : וחיהוכ

)אם  . א ) ( )dim dimU V,  אזT .לא על 

)אם  .ב ) ( )dim dimU V,  אזT  .לא חח"ע 

)אם  . ג ) ( )dim dimU V=,  אזT  חח"עT   .על 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (7 V W→. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

)אם  . א )dim Ker 0T ,  אז ההעתקהT .אינה על 

)אם  .ב )dim Ker 0T )-ו = ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT  .היא על 

)אם  . ג )dim Ker 0T )-ו = ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT  .היא על 

)אם  .ד ) ( )dim dimV W,  אז ההעתקהT .חח"ע 

  

 
 סינגולרית.-הערה: העתקה חח"ע נקראת גם לא 1

1
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T:נתונה העתקה לינארית  (8 V W→ ; 1,..., nv v  בסיס שלV. 

 הוכח או הפרך:

)אם  . א ) ( )dim dimV W  ואם
1( ) 0T v  חח"ע.  Tאז ייתכן מקרה שבו   ,=

)אם  .ב ) ( )dim dimV W,  הקבוצה 1( ),..., ( )nT v T v .בת"ל 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (9 V W→. 

 1 2, ..., nv v v קבוצה בת"ל ב-V. 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

 אז הקבוצה ,חח"ע T אם . א 1 2( ), ( ),..., ( )nT v T v T v בת"ל ב-W. 

 אם הקבוצה  .ב 1 2( ), ( ),..., ( )nT v T v T v בת"ל ב-W, אז T  .חח"ע 

 

:נתונה העתקה לינארית  (10 n mT R R→. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

mהיא איזומורפיזם אז  T אם . א n=. 

mאם  .ב n,  אזT  .חח"ע 

)אם  . ג )T v Av=  לכלv ,אז למטריצה  A יש  n שורות ו-m  .עמודות 

 

T:נתונה העתקה לינארית  (11 V V→,  המקיימת( ) ( )Im KerT T=. 

 :וכיאו הפר וחיהוכ

V{0}על, אז בהכרח   T אם . א = . 

V{0}אז בהכרח   ,חח"ע T אם .ב =. 

 היא איזומורפיזם. T . ג

 היא העתקת האפס.  T .ד

 

:נתונה העתקה לינארית  (12 n mT R R→,  ונתונה מטריצהm nA , 

)-כך ש )T v Av=,   לכלnv R. 
 :וכיאו הפר וחיהוכ

)אם  . א )Kerv T,  אזrowsp( )v A . 

)rowspאם  .ב )v A,  אז( )Kerv T. 

)colspאם  . ג )v A,  אז( )Imv T. 

)אם  .ד )  Ker 0T nאז  ,= m. 

  

1
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:נתונה העתקה לינארית  (13 n nT R R→,  ונתונה מטריצהA, 

)-כך ש )T v Av=,   לכלnv R. 
 את הטענות הבאות:  וחיהוכ

)אם  . א )rank A n= ,אז T  .חח"ע 

)אם  .ב )rank A n=,  אזT .על 

)2אם  . ג ) 0T v )אז  ,= ) ( )Im KerT T. 

)2אם  .ד ) 0T v )אז  ,= )rank
2

n
A . 

 

נתונה העתקה לינארית  (14
3: [ ]T P R R→,  המוגדרת על ידי( ( )) (1)T p x p=. 

 את הגרעין והתמונה של ההעתקה.   ומצא . א

 האם ההעתקה היא חח"ע/על.  וקבע .ב

:על הסעיפים הקודמים עבור   וענ . ג [ ]nT P R R→. 

 

:נתונה העתקה לינארית  (15 [ ] [ ]n nT M R M R→,  המוגדרת על ידי( ) TT A A=. 

 את הגרעין והתמונה של ההעתקה.   ומצא . א

 האם ההעתקה היא חח"ע/על.  וקבע .ב

 .T את ההעתקה ההפוכה של  ומצא . ג
 

  

1
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 תשובות סופיות 

 חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה הפיכה: (1

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
, , 2 , 2 ,

3 3 3
T x y z x y z y z x z x y−  

= + − − − + + 
 

 

 לא חח"ע ולא על, ולכן לא איזומורפיזם ואין לה העתקה הפיכה. (2

 חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה הפיכה: (3

( ) ( ) ( )1 2, , 0.4 0.6 0.2 0.4 0.4 0.2 0.4 0.2 0.2T a b c a b c a b c x c b a x− = + + + − + + + − − + 

 הפיכה:חח"ע, על, איזומורפיזם ויש לה העתקה  (4

( )1 2 3
b c d a b c d

T a bx cx dx
b d d

−
+ − − + + − 

+ + + =  
− 

 

 לא.  (5

 הוכחה.שאלת  (6

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 הוכחה.שאלת  (10

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת  (13

)א.  (14 )   ( )2 3Ker 1 , 1 , 1 , dimKer 3T span x x x T= − + − + − + = 

( )   ( )Im 1 , dim Im 1T span T= = 

 ב. לא חח"ע, כן על.

ג. 
( )   ( )

( )   ( )

2Ker 1 , 1 ,..., 1 , dim Ker

Im 1 , dim Im 1

nT span x x x T n

T span T

= − + − + − + =

= =
 

 לא חח"ע, כן על.

)א.  (15 ) ( )

0 0

Ker , Im [ ]

0 0

nT T M R

  
  

= =  
  
  

  

)1ג.   ב. חח"ע ועל. ) TT A A− = 

1
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 פעולות עם העתקות לינאריות

 שאלות 

3תהיינה , 1-9בשאלות  2:S R R→ 3-ו 3:T R R→ העתקות לינאריות המוגדרות 

)על ידי:  , , ) ( ,4 , 4 ) , ( , , ) ( , )T x y z x x y x y z S x y z x z y= − + − = −. 

 

 נוסחאות )אם יש( המגדירות את:  ומצא

1) S T+ 2) 4S 3) 4 10S T− 4) TS 5) ST 
     

6) 2T 7) 1T − 8) 2T − 9) 2S  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 לא ניתן להגדיר. (1

2) ( )4 4 ,S x z y= − 

 לא ניתן להגדיר. (3

 לא ניתן להגדיר. (4

5) ( ) ( ) 2 3, , 4 , 4 ; :St x y z z y x y ST= − − → 

6) ( ) ( )2 , , , ,16 8T x y z x y x y z= − + 

7) ( ) ( )1 , , , 4 , ,17 4T x y z x x y x y z− = − − − 

8) ( ) ( )2 , , , , 16 8T x y z x y x y z− = − + + 

 לא ניתן להגדיר. (9

1
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 מטריצה שמייצגת העתקה 

 : הערה
 ביחס לבסיס  וקטור קואורדינטותכבסיס לפרק זה יש להכיר את המושגים 

 (.סוף הפרק מרחבים וקטוריםמבסיס לבסיס ) מעבר מטריצתו
 בכך. תשאלה הראשונה עוסק ה ,לפיכך

 

 שאלות 

:3Rנתונים שני בסיסים של   (1

1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , { (1,0,1),(0,1,1), (0,0,1) }B B= = 

 .1Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   . א

- וקטור זה בסמנו  
1B

v . 

 .2Bאת וקטור הקואורדינטות ביחס לבסיס  מצאו   .ב

- וקטור זה בסמנו  
2B

v . 

 .2Bלבסיס   1Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   . ג

2- מטריצה זו בסמנו 

1

B

B
M  . 

 .1Bלבסיס   2Bמטריצת מעבר מהבסיס  מצאו   .ד

1- מטריצה זו בסמנו 

2

B

B
M  . 

 את הטענות הבאות:  ואשר .ה

1. 1

2 1 2

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B

 = 

2. 2

1 2 1

[ ] [ ] [ ]
B

M v v
B B B

 = 

3. ( )
1

2 1

1 2

[ ] [ ]
B B

M M
B B

−

= 

  

1
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3 :נתונה העתקה לינארית  (2 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y y z z x T R R= + + − →.  

:3Rנתונים שני בסיסים של  

1 2{(1,1,0), (0,1,0), (0,1,1)} , {(1,0,1),(0,1,1), (0,0,1)}B B= = 

 . 1Bאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס מצאו   . א

- מטריצה זו בסמנו 
1B

T  . 

 . 2Bאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס מצאו   .ב

- מטריצה זו בסמנו 
2B

T  . 

 : את הטענות הבאות ואשר . ג

1.  
1 1 1

[ ] [ ] [ ( )]T v T v
B B B
 = 

2. 
2 2 2

[ ] [ ] [ ( )]T v T v
B B B
 = 

3. 
1 2

1 2

2 1
B B

B B

B B
T TM M              = 

 ?האם ההעתקה הפיכה .ד

 את הדטרמיננטה והעקבה של ההעתקה. חשבו  .ה

 וקטורים עצמיים עבור ההעתקה. -ערכים עצמיים ומצאו  .ו

 ללכסון? האם ההעתקה ניתנת  .ז

 

3נתונה העתקה ליניארית  (3 3:T R R→. 

)ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס  ) ( ) ( ) 1,0,1 , 0,1,1 , 0,0,1B =, 

היא 
1 1 0

1 2 1

2 2 0
B

T
 
   =   − − 

. 

 .שונות בשתי דרכיםפתרו מהי נוסחת ההעתקה? 

 

 .3Rאופרטור לינארי על  Tיהי ו ,3Rשני בסיסים של המרחב  2B- ו 1Bיהיו  (4

2נתון כי: 

1

1 9 6

1 6 4

1 5 2

B

B
M

− − 
   = −   − 

-ו 
1

29 45 6

20 31 4

13 19 1
B

T
− − 
 = −  
 − 

. 

1את חשבו 

2

B

B
M   ואת  

2B
T  . 

  

1

פרק 36מטריצות והעתקות לינאריות

248

248



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 ה: תקאת המטריצה שמייצגת את ההעמצאו   (5

2 2

1 2
( ) , : [ ] [ ]

3 4
T A A T M R M R

 
= → 
 

, 

1לפי הבסיס:  1 0 1 0 0 0 0
, , ,

0 0 1 0 1 1 0 1
B

        
=         

        
. 

 

)את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מצאו   (6 ) 4 3( ) '( ), : [ ] [ ]D p x p x D P R P R= →, 

 . 4-הפולינומים ממעלה קטנה או שווה ללפי הבסיס הסטנדרטי של 

 

2נתונה העתקה לינארית  (7 2: [ ] [ ]T M R M R→. 

 ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס הסטנדרטי 

  :היא 

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (8 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

 , לפי הבסיס הסטנדרטי ,המייצגת את ההעתקהנתון כי המטריצה 

  :היא 
1 1 1

0 1 2

0 0 1
E

T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (9 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

לפי הבסיס   ,נתון כי המטריצה המייצגת את ההעתקה 21,1 ,B x x x= − +, 

  :היא 
1 0 1

0 1 1

2 1 3
B

T
 
 = − −
 
 

. 

)את  מצאו  כלומר, את נוסחת ההעתקה. מצאו א.  )( )T p x. 

 בשתי דרכים שונות. פתרו *      

) את מצאו ב.  )2 ( )T p x. 

 

:תהי  (10 n nT  מטריצה ממשית,  Aהעתקה לינארית, ותהי  →

) שמתקיים כך )T v Av=   לכלnv. 

)-ו n- בסיס ל  Bנתון כי  )rank A n=. 

]כי  הוכיחו  ]BT  .הפיכה 

1
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נתונה העתקה לינארית  (11
3 3: [ ] [ ]T P R P R→. 

 ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה בבסיס הסטנדרטי 

היא  

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 גרעין ותמונה של ההעתקה. מצאו  . א

 את נוסחת ההעתקה. מצאו   .ב
 

2נתונה העתקה לינארית  (12 2: [ ] [ ]T M R M R→. 

 ,בבסיס הסטנדרטי ,ידוע שהמטריצה שמייצגת את ההעתקה

היא  

1 2 3 0

4 5 6 0

7 8 9 0

0 0 0 0

E
T

 
 

=  
 
 

. 

 גרעין ותמונה של ההעתקה. מצאו  . א

 את העקבה, הדטרמיננטה והדרגה של ההעתקה. חשבו  .ב

 את נוסחת ההעתקה. מצאו   . ג
 

2: נתונה העתקה לינארית  (13

2 2( ) ; : [ ] [ ]T a bx cx b cx T P R P R+ + = + →. 

 העתקה נילפוטנטית.  T-שהוכיחו 

 

]2יהי  (14 ]V x=  ומטה מעל  2מרחב הפולינומים ממעלה. 

נתון הבסיס  21, ,B x x=,  ונתונה ההעתקה הלינארית

( )( ) ''( ) '( ) ; :T p x xp x p x T V V= − →. 

]מצאו את המטריצה המייצגת   . א ]BT. 

)מצאו בסיס וממד עבור  .ב ) ( )Im , KerT T. 

 יצגת למציאת הגרעיןיזה לא נשתמש במטריצה המסעיף בפתרון  :הערה
 נוסחת ההעתקה כבר נתונה בתרגיל. והיות  ,והתמונה 

  

1
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,נתונות שתי העתקות לינאריות  (15 :S T V V→ . 

}יהי  , , }B u v w= בסיס ל-V . 

  נתון כי:

( ) ( )

( ) , ( )

( ) ( )

S u u v T u u v

S v v w T v v w

S w w u T w w u

= + = − 
 

= + = − 
 = + = − 

. 

)כי:  הוכיחו  . א )   ( )  Ker 0 , Ker 0T S =. 

 עבור כל אחת מההעתקות קבע האם היא חח"ע ו/או על.  .ב

האם   וקבע . ג ( ), ( ), ( )T u T v T w    פורשת אתV. 

האם   וקבע .ד ( ), ( ), ( )S u S v S w    פורשת אתV. 
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 תשובות סופיות 

) א. (1 ), ,x y x z z− )ב.    − ), ,x y z x y− 2 ג. −

1

1 0 0

2 0 1

1 1 1

B

B
M

 
   = − −   
 

 

1ד.  

2

1 0 0

1 1 1

2 1 0

B

B
M

 
   =   − − 

 הוכחה.שאלת ה.   

א.  (2
1

2 1 1

0 0 0

1 0 1
B

T
 
 =  
 − 

  ב.  
2

1 1 0

1 2 1

2 2 0
B

T
 
 =  
 − − 

 .ג. הוכחה 

 . 3, העקבה: 0ה. הדטרמיננטה:      לא.ד. 

)הו"ע שלו: ע"ע יחיד;   0ו.  )1,  לא. ז.  .−1,1

3) ( ) ( ), , , ,T x y z x y y z z x= + + − 

4) 
2

1

2

2 3 0 1 0 0

0.5 1 0.5 , 0.5 0.5 1

0.25 1 0.75 0.75 2.75 0.5
B

B

B
TM

   
     = − − = −       − − −   

 

5)  

1 2 2 0

0 1 0 2

3 5 4 2

0 2 0 6

B
T

 
 −

=  −
 

− 

 6)  

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

0 0 0 0 0

E
T

 
 
 =
 
 
 
 

 

7) 
1 1

1 1

x y x y
T

z t z t
    

=    
    

 

8) ( ) 2 2( ) ( 1) ; : [ ] [ ]T p x p x T P R P R= + → 

) א. (9 )2 2( 2 2 ) (2 4 ) (2 2 )T a bx cx a b c a c x a b c x+ + = + − + + + + + 

2ב. 2 2( ) ( 2 )1 (10 8 4 ) (8 6 4 )T a bx cx a c a b c x a b c x+ + = + + + + + + + 

 הוכחה.שאלת  (10

)א.  (11 )   ( )  3 2 2 3Ker , 1 , Im 1 ,T sp x x x T sp x x x= − + − + = + + 

)  ב. ) ( )2 3 2 3
( ) 1 ( ) ( ) ( )T a bx cx b d a c x b d xdx a c x+ + = + + + + ++ + + 

)א.  (12 ) ( )
1 2 0 0 1 4 0 1

Ker , , Im ,
1 0 0 1 7 0 2 0

T sp T sp
   −       

= =          
          

 

)ב.   ) ( ) ( )tr 15 , det 0 , rank 2T T T= = = 

 הוכחה.שאלת  (13

א.   (14

0 1 0

[ ] 0 0 0

0 0 0

BT

− 
 

=
 
 
 

ב.      
( )   ( )( )

( )   ( )( )

Im

2

Ker

1 , dim Im 1

1, , dim Ker 2

T

T

B T

B x T

= =

= =
  

 הוכחה.שאלת  (15
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 מטריצה שמייצגת העתקה מבסיס לבסיס 

 שאלות 

 , את המטריצה המייצגת של כל אחת מההעתקות הלינאריות הבאותמצאו   (1

 :nRהסטנדרטיים של ביחס לבסיסים  

2 . א 3( , ) ( , , ) , :T x y x y y x T R R= + − → 

4 .ב 2( , , , ) (4 , 4 ) , :T x y z t x y z t x y z t T R R= − − + + + + → 

 

4 נתונה העתקה לינארית  (2 2( , , , ) ( , ) ; :T x y z t x y z t T R R= + + → 

 4Rאת המטריצה שמייצגת את ההעתקה מהבסיס הסטנדרטי של מצאו  

 .2Rלבסיס הסטנדרטי של 
 

3תהי  (3 2:T R R→ העתקה לינארית המוגדרת על ידי: 

( , , ) (4 , )T x y z x y z x y z= + − − + 

מהבסיס  Tאת המטריצה המייצגת את ההעתקה חשבו 

 1 (1,1,0), (0,1,1), (0,0,1)B לבסיס  ,3Rשל  = 2 (1, 4), (1,5)B  .2Rשל   =

2את   ,כלומר

1

B

B
T  . 

 

3עבור העתקה לינארית  (4 2:T R R→ מתקיים :  2

1

1 2 3

4 5 6

B

B
T

 
=  
 

, 

כאשר:    1 2(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) , (1,0), (0,1)B B= = 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

3עבור העתקה לינארית  (5 2:T R R→ מתקיים:    2

1

2 1 1

0 0 1

B

B
T

− 
=  
 

 

כאשר    1 2(1,1,1), (1,0,1), (0,0,1) , (1,1), (1, 2)B B= =. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

3נתונה העתקה לינארית  (6 2: [ ] [ ]T P R P R→. 

]3מהבסיס הסטנדרטי של  ,Tהמטריצה שמייצגת את ההעתקה  ]P R 

]2לבסיס הסטנדרטי של  ]P R,  נתונה על ידי:
0 1 2 0

0 0 2 6

0 0 0 3

[ ]T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
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3נתונה העתקה לינארית  (7

2: [ ]T P R R→, צגת יאשר המטריצה המי 

היא: סטנדרטי לבסיס סטנדרטי  אותה מבסיס
1 1 0

[ ] 0 1 1

0 0 1

T
 
 =
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

2נתונה העתקה לינארית  (8 3: [ ] [ ]T M R P R→ , שהמטריצה המייצגת אותה 

:  מבסיס סטנדרטי לבסיס סטנדרטי היא

1 1 0 0

0 0 1 1
[ ]

1 0 1 0

0 0 0 1

T

− 
 

=  −
 
 

. 

 את נוסחת ההעתקה. מצאו  
 

T:תהי  (9 V V→ כך ש  ,העתקה לינארית-( )dim V n=, 

2ויהיו  1,B B סדורים של  בסיסיםV.  הפריכו:או הוכיחו 

 . א  1

1

B

nB
T I= 

אז בהכרח   ,העתקת זהות T אם .ב  1

1

B

nB
T I=. 

אז בהכרח   ,העתקת זהות T אם . ג   1 2

2 1

B B

nB B
T T I=. 

 

3נתונה העתקה לינארית  (10

2: [ ]T P R R→ :המוגדרת על ידי 

( ) ( )2 , ,T a bx cx a b b c c+ + = + +  

 את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מבסיס לבסיס. מצאו   . א
 )הבסיסים סטנדרטים( 

)1את חשבו שההעתקה הפיכה והוכיחו  .ב , , )T a b c−. 

)את חשבו  . ג )4 2T a bx cx+ +. 

 

2נתונה העתקה לינארית  (11 3: [ ] [ ]T M R P R→ ,:המוגדרת על ידי 

( ) ( ) ( ) 2 3a b
T a b c d x a c x dx

c d
 

= − + + + − + 
 

 

 את המטריצה שמייצגת את ההעתקה מבסיס לבסיס. מצאו   . א
 )הבסיסים סטנדרטים( 

)את חשבו שההעתקה הפיכה והוכיחו  .ב )1 2 3T a bx cx dx− + + +. 

 

 עבור ההעתקות:  ,TSואת   STאת חשבו  (12
2 3

2 2

2

( , ) ( , , ) ; :

( ) ( , ) ; : [ ]

S x y x y x y y S R R

T a bx cx a b b c T P R R

= − + →

+ + = + − →
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 שובות סופיות ת

א.  (1 
1 1

0 1

1 0

T
 
 =
 − 

ב.    
4 1 1 1

1 1 4 1
T

− − 
=  
 

 

2)  
1 1 0 0

0 0 1 1
T

 
=  
 

 

3)  
25 0 6

20 0 5
T

− 
=  − 

 

4) ( , , ) ( 2 3 ,4 5 6 )T x y z x y z x y z= + + + + 

5) ( , , ) ( , )T x y z x y y z= + + 

6) ( )2 3 2
( 2 )1 (2 6 ) (3 )T a bx cx b c c d x d xdx+ + = + + + ++ 

7) ( )2 ( , , )T a bx cx a b b c c+ + = + + 

8) 2 3
( ) ( ) ( )

a b
T a b c d x a c x

c d
dx= − + + + −

 
+ 

 
 

 .הוכחהשאלת  (9

א.  (10
1 1 0

0 1 1

0 0 1

 
 
 
 

1  ב.  2( , , ) ( )1 ( )T a b c a b c b c x cx− = − + + − + 

 . ג. לא ניתן

. א (11

1 1 0 0

0 0 1 1

1 0 1 0

0 0 0 1

− 
 
 −
 
 

 

1ב.   2 3( )
b c d a b c d

T a bx cx dx
b d d

− + − − + + − 
+ + + =  − 

 

12) ( )2
( , 2 , )ST a bx cx a c a b c b c+ + = + + − − 
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 עצמיים ווקטורים עצמיים של העתקהערכים 

 שאלות 

ת, נתונה העתקה לינארי (1   2 2( ) ; :T X PX T M R M R= →, 

 .2מטריצה לא ידועה מסדר  Pכאשר 

1שעבורן המטריצה , Pאת קבוצת כל המטריצות  W- נסמן ב 1

0 1
 
 
 

 

 היא וקטור עצמי של ההעתקה. 
 .Wמצאו את   . א

של   מרחב-ת היא ת  Wהוכיחו כי   .ב 2M R, .ומצאו לה בסיס 

 

 ת,נתונה העתקה לינארי (2   10 10( ) ; :T X PX T M R M R= →, 

 . 10מטריצה לא ידועה מסדר  Pכאשר 
  – שמהווה וקטור עצמי של ההעתקה ,היא מטריצה הפיכה A  ידוע כי

 .4המתאים לערך העצמי 
|את  וחשב |P. 

 

1שעבורה המטריצה   , Tהעתקה לינארית  ומצא (3 2 3

4 5 6
 
 
 

, 

 . 4היא וקטור עצמי המתאים לערך העצמי 
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (4

)נתונה העתקה לינארית  . א , , ) (4 , 2 , 2 )T x y z x y z x y z x y z= − − + − − + 
 מצאו ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה. 

 ניתנת ללכסון? האם ההעתקה 

3 :נתונה העתקה לינארית  .ב 3( , , ) ( , , ) , :T x y z x y y z z x T R R= + + − →. 
 ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים עבור ההעתקה.  ומצא

 האם ההעתקה ניתנת ללכסון? 
 

)נתונה העתקה לינארית  (5 , , ) ( , , )T x y z x z y x z= + +. 
 מצאו ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה.  . א
 האם ההעתקה ניתנת ללכסון?  .ב

)2009  וחשב  ,כןובמידה  . ג , , )T x y z . 
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 :נתונה העתקה לינארית  (6

2 2

1 1
; : [ ] [ ]

1 1

x y x y
T T M R M R

z t z t
    

= →    
    

 

 בבסיס הסטנדרטי. את המטריצה המייצגת את ההעתקה  ומצא . א

 ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה.  ומצא .ב

 האם ההעתקה ניתנת ללכסון?  . ג

10 את וחשב , לסעיף ג' חיובית התשובהובמידה  .ד x y
T

z t
 
 
 

. 

 

): נתונה העתקה לינארית  (7 ) 2 2( ) ( 1) ; : [ ] [ ]T p x p x T P R P R= + → 

 בבסיס הסטנדרטי. את המטריצה המייצגת את ההעתקה  ומצא . א

 ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים של ההעתקה.  ומצא .ב

 האם ההעתקה ניתנת ללכסון?  . ג

 

 .nמרחב וקטורי מממד   Vיהי  (8
T:תהי  V V→  .העתקה ליניארית 

 שונים מאפס.  T הפיכה אמ"ם כל הערכים העצמיים של T-ש וחיהוכ . א

1T-ול T- הפיכה, אז ל Tכי אם  וחיהוכ .ב  את אותם וקטורים עצמיים.  יש −

1Tושל  Tמה ניתן לומר על הקשר בין הערכים העצמיים של  −?   
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 תשובות סופיות 

א.  (1
0

0
W R






  
=   

  
ב.    

1 0

0 1
WB

  
=   

  
 

2) 104 | |P= 

3) 2 3 2 3( ) 4 : ( ) ( )x xT X X T M R M R= → 

(1) .א (4 (2)

2 3 3(1,1,1) , (1,1,0) , (1,0,1)v v v  = = == =  , ניתנת לליכסון. =

0xערך עצמי: . ב ), וקטור עצמי:  = )0 1, 1,1xv = =  לא., −

5) 0 1 2( 1,0,1) , (0,1,0) , (1,0,1)v v v  = = == − =  .ניתנת ללכסוןב.  =

)ג.  )2009 2008 2008 2008 2008( , , ) 2 2 , ,2 2T x y z x z y x z= + + 

 א. (6 

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

E
T A

 
 

= =  
 
 

 

(1)  ב. (2)

2 2

0 1 1 0
,

0 1 1 0x xv v= =

   
= =   
   

 ,(1) (2)

0 0

0 1 1 0
,

0 1 1 0x xv v= =

− −   
= =   
   

 

ד.   .כןג. 
9 9 9 9

10

9 9 9 9

2 2 2 2

2 2 2 2

x y x z y t
T

z t x z y t

 + + 
=   + +   

 

. א (7 
1 1 1

0 1 2

0 0 1
E

T
 
 =
 
 

1.  ב  1v=  . לא ניתנת לליכסון. ג =

 הוכחה.שאלת  (8

1
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 37 - וקטורים - מכפלה וקטורית

תוכן העניינים

1. כללי  י (ללא ספר)

2. מכפלה וקטורית ושימושיה  י (ללא ספר)
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 38 - שדות

תוכן העניינים

1. חזרה על מושגים מתורת הקבוצות י 259

2. שדות י 263
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 חזרה על מושגים מתורת הקבוצות 

 שאלות 

 :האם הן נכונות ואת הטענות הבאות במילים ובדקרשמו  (1

:2 . א ( ) 0x y x y  +  

:2 .ב ( ) 0x y x y  +  

: . ג
4

y
x y z xz   = 

,0 .ד 0 ,
2

x y
x y xy

+
     

,3 .ה 6n k n n k  − =  (k ו -n  .)טבעיים 
 

 כל אחת מהטענות הבאות בסימנים לוגיים:רשמו  (2

2פתרון אי־השוויון  . א 4x ,  2הואx    2אוx  −. 

2אי השוויון  .ב 4 0x + ,  מתקיים לכלx. 

3n, המספר nלכל מספר טבעי  . ג n− 6-מתחלק ב . 

|,  xעבור כל מספר  .ד | 1x   1אם ורק אם 1x−   . 

 

 ,קטעים רשמו במפורש את הקבוצות הבאות על ידי צומדיים או באמצעות (3
 : ואת מספר איברי הקבוצה

 . א 2| 16A x x=   

 .ב 2| 16B x x=   

 . ג 2| 16C x x=   

 .ד | ( 4)( 1) 0D x x x=  + −  

 .ה 3 2| 2 0E x x x x=  + − = 

 .ו | | | 4F x x=   

 

את הקבוצות הבאות על ידי פירוט כל איבריהן או על ידי רישומן הגדירו  (4

}מקיים תכונה מסוימת   x{ בצורה: |xA= 

 .זוגיים־קבוצת המספרים השלמים החיוביים האי . א

 . 20-ל 10המספרים הראשוניים בין קבוצת  .ב

 .4קבוצת הנקודות במישור הנמצאות על מעגל שמרכזו בראשית ורדיוסו  . ג

 .1, 2, 3, 4קבוצת ריבועי המספרים  .ד
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 אילו מן הקבוצות הבאות שוות זו לזו:ציינו  (5

 . א 11,13,17,19A= 

10|מספר ראשוני  x} .ב 20,{x xB  = 

 . ג 11,11,17,13,19C = 

 .ד | 4 ,D x x k k= =  

|שלם זוגי m} .ה 2 ,{x x mE == 

 

נתונה הקבוצה הבאה  (6 1,2,{2},{2,5}, 4,{2, 4}A =. 

 מי מבין הטענות הבאות נכונה:

5 . א A 2 .ב A {2} . ג A 

{2} .ד A ה.  {2} A ו. A  

A .ז  ח.  2,{2} A ט .  2, 4 A 

{2,4} .י A יא .  {2, 4} A {2,5} .יב A 

{2,5} . יג A 1} .יד, 4} A  

 

 , המקיימות:B-ו Aשתי קבוצות,  מצאו  (7

A . א B 

A .ב B 

 

 נתונות הקבוצות הבאות:  (8

 {3,4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8} , {7,8}A B C D E= = = = = 

 : Xאיזה מבין הקבוצות לעיל יכולה להיות הקבוצה קבעו 

X . א A  וגםX D. 

X .ב D  וגםX C. 

X . ג E  וגםX  A. 

 

A הוכיחו: (9 B B C A C    . 
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 נתונות הקבוצות הבאות:  (10

 {3, 4,5,6,7,8,9} , 4,6,8,10 , {3,5,7,9} , {6,7,8}A B C D= = = =. 

 את: רשמו 

A . א B 

A .ב B 

) . ג )A B C  

) .ד ) ( )B C B D   

) .ה ) ( )B C B D   
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 תשובות סופיות 

)2מתקיים   yולכל  xלכל א.  (1 ) 0x y+ . .הטענה אינה נכונה 

)2-, כך שyקיים  xלכל  ב.  ) 0x y+ .  נכונה.הטענה 

 -כך ש zקיים   yולכל  xלכל ג. 
4

y
xz  נכונה.הטענה אינה  .=

חיובי מתקיים   yחיובי ולכל  xלכל  ד. 
2

x y
xy

+
. .הטענה נכונה 

3nטבעי המספר   nלכל ה.  n−  הטענה נכונה. .6-מתחלק ב 

2א.  (2 4 2 2x x x     :2ב.   − 4 0x x +  

:3ג.  6n k n n k  − :ד.    = | | 1 1 1x x x   −   

)א.  (3 4, 4)A =  , בקבוצה אינסוף איברים.−

ב.   3, 2, 1,0,1, 2,3B = − −  איברים. 7בקבוצה , −

ג.  1, 2,3C ד.   איברים. 3, בקבוצה = 3, 2, 1,0D = − −  איברים. 4בקבוצה , −

ה.  0,1E  .איברים 2בקבוצה , =

ו.  4, 3, 2, 1,0,1, 2,3, 4F = − − −  איברים. 9בקבוצה  , −

א.  (4 | 2 1,A x x n n= = −      .ב 11,13,17,19B = 

ג.  2 2 2( , ) | 4 , ,C x y x y x y= + =     .ד 1,4,9,16D = 

 שוות זו לזו. E-ו Dשוות זו לזו, והקבוצות  C-ו A  ,Bהקבוצות   (5

 נכון.ה.  ד. נכון.   ג. נכון. ב. נכון.  א. לא נכון.  (6

 י. נכון.  ט. נכון. ח. נכון.  ז. נכון.  ו. לא נכון.   

 יד. לא נכון. יג. נכון. יב. לא נכון. יא. לא נכון. 

7)  {1, 2} {1,2},1,2A B= = 

A,א.  (8 C    .ב,E D  .ג. לא קיימת קבוצה כזאת 

 הוכחה.שאלת  (9

10) 1) {3,4,5,6,7,8,910}A B = ,2) {4,6,8}A B =  ,( )3) {3,5,7,9}A B C  = 

4)( ) ( ) {4,6,7,8,10}B C B D   = ,5)( ) ( ) {6,8}B C B D   = 

1
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 שדות

 שאלות 

)בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור  (1 )  וכפל( ) על R. 

 אילו מבין אקסיומות השדה מתקיימות.  ,בכל אחד מהסעיפים בדקו,

 . א
4

2

x y x y

x y xy

 = + +

 =
 

 .ב
2

x y x y

x y xy

 = +

 =
 

 . ג
2

x y y

x y y

 =

 =
 

 

נתונה הקבוצה  (2 2 2 | ,[ ]Q a b a b Q= + . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 

     
( ) ( )

( ) ( )

2 2 ( ) ( ) 2

2 2 ( 2 ) ( ) 2

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ + + = + + +

+  + = + + +
  

]2שהקבוצה הוכיחו  ]Q, מהווה שדה. ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל 

 

נתונה הקבוצה  (3 ( , ) | ,C x y x y= . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 
   ( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d a b c d ac bd ad bc+ = + +  = − + 

 מהווה שדה. ,והכפל הנ"לעם פעולות החיבור  ,C שהקבוצההוכיחו 
 באיזה שדה מפורסם מדובר? 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (4

 הוא יחיד. 0האיבר  ,שבשדההוכיחו  . א

 הוא יחיד. 1האיבר  ,שבשדההוכיחו  .ב

 האיבר הנגדי הוא יחיד.  ,שבשדההוכיחו  . ג

 האיבר ההופכי הוא יחיד. ,שבשדההוכיחו  .ד
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a,יהיו  (5 b  .איברים בשדה 

0aכי  הוכיחו  . א a a a=  + =. 

0כי  הוכיחו  .ב 0 0a a =  =. 

0כי  הוכיחו  . ג 0 0a b a b =  =  =. 

 

 איברים של שדה. b-ו aיהיו  (6
 כי: הוכיחו 

) . א 1) a a−  = − 

) .ב ) ( )a b a b ab− = − = − 

 

 מתקיים חוק הצמצום.  ,שבשדההוכיחו  (7
abכי  הוכיחו כלומר,  cb a c=  ,לכל  ,= ,a b c ,  בשדה( 0)b . 

 

0שלכל שלושה איברים בשדה הוכיחו  (8 , ,a b c, 

ax-כך ש ,xקיים בשדה איבר יחיד   b c+ =. 

 

x,ויהיו  ,שדה F נתון (9 y F, 0,1-כך שxy . 

1כי  ,בעזרת אקסיומות השדה ,הוכיחו 1 1 1( ) ( )x x y x x y x− − − −− = + −, 
 וכי שני האגפים של המשוואה לעיל מוגדרים היטב.

 

 .2Rעל   בכל אחד מהסעיפים הבאים מוגדרות  פעולות חיבור וכפל (10

 . א
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

a b c d a c b d

a b c d ac bd

+ = + +

=
 

 .ב
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( 2 , )

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ = + +

= + +
 

)האם  )2 , ,R +  ?שדה 

 

 הסעיפים הבאים:על ענו  (11

נתונה הקבוצה  . א : | , ( ) 0A f R R x f x= →  . 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור ופעולת כפל באופן הבא: 
   ( )( ) ( ) ( ) , ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x f g x f x g x+ = +  =  

 מהווה שדה?  ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל ,A האם הקבוצה

נתונה הקבוצה  .ב :B f R R= →. 

 על קבוצה זו נגדיר פעולת חיבור וכפל כמו בסעיף א'.
 מהווה שדה?  ,עם פעולות החיבור והכפל הנ"ל ,B האם הקבוצה
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 של איברים. סופישדה בעל מספר  F יהי (12

0aהראו שלכל איבר   ב -F, קיים k 1-כך ש ,טבעיF
ka =. 

 

נתון השדה  (13
7Z. 

 את פעולות החיבור והכפל בשדה.  וריאת כל איברי השדה והגד מורש . א

 בשדה. 5ולאיבר  3את האיבר הנגדי לאיבר   ומצא .ב

 בשדה. 5ולאיבר  4את האיבר ההופכי לאיבר   ומצא . ג

 

נתונה הקבוצה  (14 0,1, 2,..., 1pZ p= −, p .מספר ראשוני 

כאשר  | (mod )a x Z a x p=   ,ו-(mod )a b a b p=  . 

a,לכל  b פעולות חיבור וכפל באופן הבא: נגדיר  ,בקבוצה 

       ,a b a b a b a b = +  =   

)-שהוכיחו  ), ,pZ   .מהווה שדה 

 מהווה שדה. ,ראשוני p כאשר ,p כי קבוצת השאריות מודולוהוכיחו בקיצור, 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

 הוכחה.שאלת  (3

 הוכחה.שאלת  (4

 הוכחה.שאלת  (5

 הוכחה.שאלת  (6

 הוכחה.שאלת  (7

 הוכחה.שאלת  (8

 הוכחה.שאלת  (9

 בשני הסעיפים הקבוצה איננה שדה. (10

 בשני הסעיפים הקבוצה איננה שדה. (11

 הוכחה.שאלת  (12

 הוכחה.שאלת א.  (13

 .2הוא  5והאיבר הנגדי לאיבר  , 4הוא   3האיבר הנגדי לאיבר ב. 

 .3הוא  5האיבר ההופכי לאיבר , ו2הוא  4האיבר ההופכי לאיבר  ג. 

 הוכחה.שאלת  (14
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 ותכונות בסיסיות  כרותיה  –מספרים מרוכבים 

 שאלות

 :zאת  מצאו את המשוואות ופתרו  1-3בשאלות 

1) 2 9 0z + = 2) 2 4 5 0z z− + = 3) 2 6 13 0z z− + = 
 

 חשבו:  7-4בשאלות 

4) 6( 2)i 5) 5 13 2( )i i− 

6) (4 ) (2 10 )i i+ − + 7) ( 4 )(2 3 )i i− − − 

 

שני מספרים מרוכבים   נתונים (8
1 1 1z a b i= - ו +

2 2 2z a b i= +. 

ידוע כי  
1 2z z+ משי וכי  מ

1 2z z− .מדומה 

או קשר בין  מצ .א
1a ל -

2a   ובין
1z ל -

2z. 

ה  הראו כי המכפל .ב
1 2z z  .היא ממשית 

 

1יהיו   (9 2, ,..., nz z z .מספרים מרוכבים 

1כי   וח יהוכ  .א 2 1 2| | | | | |z z z z =  

1כי   וח יהוכ  .ב 2 1 2| ... | | | | | ... | |n nz z z z z z   =    

1כי   וח יהוכ  .ג 1| | | |n nz z= 

 

 מספר מרוכב.  zיהי   (10

11אם  : וח יהוכ  1z  אז =
1

z
z

 מספר ממשי.  +

 

 מספר מרוכב.  zיהי   (11
|: אם  וח יהוכ  1| | 1|z z+ =  מספר ממשי.  izאז   −

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 3i 

2) 2 i 

3) 3 2i 

4) 8− 

5) 0 

6) 2 9i− 

7) 11 10i− + 

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

1
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 הצמוד המרוכב 

 שאלות

zאת התוצאה בצורה  כתבו )חשבו  1-3שאלות ב x yi= + :) 

1) 
5

2 i+
 2) 

1

1 3

i

i

+

−
 3) 

2

1

1 ( 1)

i

i i
−

− +
 

 

 : zאת המספר המרוכב  מצאו ו 4-6בשאלות  את המשוואות פתרו  

4) 2 6 1z i z− = − 5) 5 10zz z i− = 6) 2(1 ) 2 1 0i z z i+ + − + = 
 

 (: משתנים מרוכבים w- ו zכאשר  פתרו את מערכת המשוואות הבאה ) (7

3 5 4

5 2 5 8

z iw i

iz w i

+ = −


− = +
 

 

 :את ערכי המספרים המרוכבים הבאים וחשב (8

5 .א 12i− 

8 .ב 6i+ 

 

 : את המשוואות הריבועיות הבאות  ורפת (9

) .א ) 21 2 1 0i z z i− − + + = 

) .ב ) ( )22 6 12 10 25 0i z i z i− + − + + − = 

 

 פתרו את המשוואות:   11-10בשאלות 

10) ( )2 2 1 6 15 0iz i z i− − + + = 

 

11) 2 6 0z iz− + = 

 

שהמספר הבא הוא מספר מדומה   וח יהוכ  (12
2 2

z z

z z
 .z{0}\כאשר  −

  

1
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0zנתון מספר מרוכב   (13   :המקיים| | 1z i− =. 
 הוכח:

 .א
2| | 2Im( )z z=     

 .ב

2z i

iz

−


 
 

המספר   (14
3 4i

a i

+

−
 טהור.הוא ממשי  

 .aמצאו את  

 

1ים  י מספרים מרוכבנתונים שנ (15 1 1z a b i= - ו +
2 2 2z a b i= +. 

1הראו כי כדי שתוצאת החילוק  

2

z

z
ה, צריך להתקיים  היה ממשית טהור ת 

1 1

2 2

a b

a b
=. 
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 תשובות סופיות

1) 2 i− 

2) 
1 2

5 5
i− + 

3) 
1

2
i− + 

4) 1 2z i= − + 

5) 1 2 , 4 2z i z i= + = + 

6) , 1z i z= = − 

7) 2 3 , 5z i w i= − = + 

)א.  (8 )3 2z i=  )ב.   − )3z i=  + 

1,2א.  (9 , 1z i=   .1,2ב 2 , 2 5z i i= − − − 

10) 
1 22 5 , 3z i z i= − − = 

11) 
1 23 , 2z i z i− = 

 ת הוכחה. שאל (12

 ת הוכחה. שאל (13

14) 
3

4
a = − 

 ת הוכחה. שאל (15

1
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 הצגת מספר מרוכב בצורה קוטבית

 שאלות

 בצורה קוטבית: 1-8בשאלות   את המספריםכתבו 

1) 1 3i+ 2) 1 i− − 3) 3 3i− − 4) 1 i− 

5) 1 i+ 6) 3 i− 7) 3i 8) 8− 

 

zנתון המספר המרוכב   (9 Rcis=. 
 את המספרים:  - ו Rהביעו באמצעות  

 z .א

 .ב
1

z
 

 −z .ג

 .ד
1

z
− 

 iz .ה

z .ו z 
 

 רים הבאים הם ממשיים טהורים:כי המספהראו   (10

z .א z+ 

z .ב z 

 .ג
z z

z z
+ 

 

 :הורים ט מדומים רים הבאים הם כי המספהראו   (11

2 .א 2z z− 

 .ב
1 1

z z
− 

 

 יחו:הוכ  (12

z .א iz z iz− = + 

 .ב
2

z z z = 
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 תשובות סופיות

1) 2 cos sin
3 3

i
  
+ 

 
 

2) 2 cos sin
4 4

i
  

+ 
 

 

3) 12 cos sin
6 6

i
  

+ 
 

 

4) 2 cos sin
4 4

i
  

+ 
 

 

5) 2 cos sin
4 4

i
  
+ 

 
 

6) 2 cos sin
6 6

i
  

+ 
 

 

7) 3 cos sin
2 2

i
  
+ 

 
 

8) ( )8 cos sini +  

)א.  (9 )cisR −   .ב( )
1

cis
R

−   .ג( )cis 180R + 

)ד.  )
1

cis 180
R

+   .ה( )cis 90R   2Rו.   +

 שאלת הוכחה.  (10

 שאלת הוכחה.  (11

 שאלת הוכחה.  (12

1
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 ושורש של מספר מרוכב  חזקה –מואבר -נוסחת דה

 שאלות

 חשבו:  6-1בשאלות 

1) 

10
1 1

2 2
i

 
+ 

 
 2) ( )

9

1 3i+ 3) 

100

2 2

2 2
i

 
+  

 
 

4) 6 8− 5) 5 1 6) 3 8− 

 
 

 את הזהויות הבאות:  וח יהוכ מואבר, -בעזרת משפט דה  (7
2 2

3

3

cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos

cos3 4cos 3cos

sin 3 3sin 4sin

  

  

  

  

= −

=

= −

= −

 

 

  כי: וח יהוכ מואבר, -בעזרת משפט דה  (8

1
sin sin

2 2sin1 sin 2 ... sin
1

sin
2

n n

n

+

+ + + = . 

 

  

1
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 תשובות סופיות

1) 
1

32
i 

2) 92− 

3) 1− 

4) 
1

68 cos sin 0,1,2,3,4,5
6 6

i k
+  +  

+ = 
 

 

5) 
1

51 cos sin 0,1,2,3,4
5 5

i k
+  +  

+ = 
 

 

6) 
1

38 cos sin 0,1,2
3 3

i k
+  +  

+ = 
 

  

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

1
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 תרגול נוסף במספרים מרוכבים 

 שאלות

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

4את כל הפתרונות של המשוואה  מצאו  .א 2 1 0z z+ + =. 

6הוא פתרון של המשוואה מסעיף א אזי:   zכי אם  הראו   .ב 1z =. 
 

4נתונה המשוואה   (2 8 8 3z i= − −. 

 את פתרונות המשוואה הנתונה. מצאו  .א

כי החזקה השלישית של כל אחד מפתרונות הנתונה היא מספר  הוכיחו  .ב
 ממשי או מספר מדומה טהור. 

 

את המשוואה  פתרו   (3
4

1
z i

z i

+ 
= 

− 
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (4

3zאת שלושת הפתרונות של המשוואה  מצאו  .א i=. 

 .iשמכפלת שלושת הפתרונות היא  הראו  .ב

שאם מעלים בריבוע פתרון כלשהו של המשוואה, התוצאה שווה  הראו  .ג
 שני הפתרונות האחרים.  למכפלת

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (5

5את המשוואה  פתרו   .א 16( 3 )z i= − −. 

 את מנת הסדרה. מצאו כי חמשת השורשים מהווים סדרה הנדסית, והוכיחו  .ב
 

2הערה: סדרה הנדסית היא סדרה מהצורה   1

1 1 1 1, , ,..., na a q a q a q  מנת הסדרה. qאשר כ ,−

 

נתון   (6
1 1

2 2
w i= +. 

3את פתרונות המשוואה  מצאו  .א 3z w=. 

 .3wכי מכפלת הפתרונות של המשוואה היא  הראו   .ב

  

1
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)3נתונה המשוואה   (7 1) 1z − =. 
 . 3שסכום שורשיה הוא  הוכיחו 

 

3נתונה המשוואה   (8 3z i= − +. 

את שורשי המשוואה:  מצאו  .א
3 2 1, ,z z z. 

3את הסכום  מצאו  .ב 3 3

1 2 3| | | | | |z z z+ +. 

)כי הסכום  הראו   .ג ) ( ) ( )
9 9 9

1 2 3z z z+  הוא מספר מדומה טהור.  +

 

2נתונה המשוואה   (9 2 2| | 2 18z z ti s+ −  , הוא מספר מרוכב z כאשר ,=

s ו -t ו  הם מספרים ממשיים שונים מאפס -
1z ,

2z  .הם פתרונות המשוואה 

 .t-ו s  את פתרונות המשוואה באמצעות  וע יהב .א

נתון   .ב
1 2 18z z i =  .t- ו s  את הפרמטריםמצאו . −

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (10

)את המשוואה  פתרו   .א )
2 2| | 0z i z z z z + + + + =. 

אחד מהפתרונות שמצאת בסעיף א הוא איבר אחרון בסדרה חשבונית,   .ב
 שכל איבריה שונים מאפס.

הפרש סדרה זו הוא  
1

16
1 i+. 

 ממשי. האיבר הראשון בסדרה הוא מספר  
 חשבו את האיבר הראשון בסדרה. 

 

1הערה: סדרה חשבונית היא סדרה מהצורה:  1 1 1, , 2 ,..., ( 1)a a d a d a n d+ + + − ,

 נקרא הפרש הסדרה. dכאשר 
 
 
 

 
 

 

 

  

1
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 תשובות סופיות

0א.  (1

1 2 3 460 , 240 , 120 , 300z cis z cis z cis z cis  = = =  הוכחה. שאלת  ב.  =

1א.  (2 2 3 41 3 , 3 , 1 3 , 3z i z i z i z i= + = − + = − − =  הוכחה. שאלת  ב.    −

3) 0 , 1 , 1z z z= = = − 

1 א. (4 2 3

1 1 1 1
3 , 3 ,

2 2 2 2
z i z i z i= + = − + = −   

 ג. שאלת הוכחה.  ב. שאלת הוכחה. 

2 א. (5 [30 ( 1)72 ] 1,2,3,4,5nz cis n n = + − 72q ב. = cis = 

1א.  (6 2 345 , 165 , 285z cis z cis z cis  = =  ב. שאלת הוכחה.  =

 שאלת הוכחה.  (7

3 א. (8 3 3

3 2 12 290 , 2 170 , 2 50z cis z cis z cis  = =  שאלת הוכחה.  ג.  6 ב. =

2 א. (9 23 , 3
3 3

t t
z s i z s i

s s
= − − = − 9 ב. − , 1t s= =  

1א.  (10 0z = ,2 0.5 0.5z i= − 1 ב. + 8.5a = − 

 

1
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 חילוק פולינומים

 שאלות

 : ים הבאיםיעד כמה שניתן את השברים האלגבר  מוצמצ

1) 
3 2 1

1

x x x

x

− + −

−
 2) 

4 3 2

2

4 6 31 99 10

10

x x x x

x x

+ + + +

− +
  

3) 
24 1

2

x x

x

+ −

−
 4) 

2 5 14

2

x x

x

− −

+
 

5) 
3 2 3 5

1

x x x

x

+ + −

−
 6) 

4 3 2 14 3

3

x x x x

x

+ − + −

+
 

7) 
3 24 9

3

x x

x

− +

−
 8) 

3 25 4 20

5

x x x

x

+ − −

+
 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 1x +  

2) 0 

3) 
17

4 9
2

x
x

+ +
−

 

4) 7x− 

5) 2 2 5x x+ + 

6) 3 22 5 1x x x− + − 

7) 2 3x x− − 

8) 2 4x − 

1
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 פתרון משוואות פולינומיאליות ממעלה גבוהה

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ופתר

1) 4 3 23 15 19 30 0k k k k+ − − + = 

 

2) 3 22 3 20 0k k k+ − + = 

 

3) 5 4 3 23 2 2 3 1 0k k k k k+ + − − − = 

 

4) 3 26 12 8 0k k k− + − = 

 

5) 6 4 23 3 1 0k k k− + − = 

 

6) 3 2 1 0k k k− + − =  

 

7) 4 3 23 6 12 8 0k k k k− + − + = 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2 3 41, 2, 3, 5k k k k= = − = = − 

2) 1 2,34, 1 2k k i= − =  

3) 1 2 3 4 51, 1, 1, 1, 1k k k k k= =− = − = − = − 

4) 1 2 32, 2, 2k k k= = = 

5) 1 2 3 4 5 61, 1, 1, 1 1 1k k k k k k= = − = = − = = − 

6) 1 2,31,k k i= =  

7) 1 2 3,41, 2, 2k k k i= = =  

1
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 שימושים של מספרים מרוכבים באלגברה לינארית

 שאלות

3)  נתון  1-4שאלות ב 2 ,4 ,1 6 ) , (5 ,2 3 ,7 2 )u i i i v i i i= − + = + − +. 
 : ומצא

4uא.  (1 v+  .2בi u v − 2) u v 

uא.  (3 u  .ב| |u  

4) | |v 
 

 , את מערכת המשוואות הבאה בשיטת גאוס ופתר  6-5בשאלות 

: F  השדהמעל 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 1 4

(1 ) 2

( 1 3 ) (3 ) (2 4 ) 5

z iz i z i

iz z i z i

i z i z i z i

+ + − = +

+ + + = +

− + + − + + = −

 , כאשר:

5) =F 
 

6) =F 

 

)האם   ובדק  7-8בשאלות  ) 1 2 3 2 1 3 1 1, , | ,W z z z z z z z z= = = + 

 : 3Cמרחב של  -תתהוא  

 .  מעל השדה הממשי (7

 

 .  מעל שדה המרוכבים (8
 

ם  הווקטוריהאם   ובדק 9-10בשאלות  (1, , 1), ( 1, 1, 2)i i i i− + − −, 

 :3C- ב  ליניארית תלויים  

 .  מעל (9

 

 .  מעל (10
  

1
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 וקטורים עצמיים. -ערכים עצמיים ו ו מצא 13-11עבור כל אחת מהמטריצות בשאלות  

 אותה.  נובמידה והמטריצה ניתנת ללכסון, לכס 

1P-, כך שPמטריצה הפיכה    וכלומר, מצא AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 . ופעם מעל     פעם מעל  ופתר

11) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 12) 

2 1

1 4
A

− 
=  
 

 

 

נתונה מטריצה   (13

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

. 

 . של המטריצה עצמייםה וקטורים הועצמיים והערכים  את ה ומצא
  

1
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 תשובות סופיות 

17)א.  (1 7 ,2 13 ,11 26 )i i i− + )ב.  + 1 5 , 10 3 , 19)i i− + − + − 

20א.  (2 35i+    .66ב 

3) 66 

4) 92 

5) 
1 2 3( , , ) (2,3, 1)

F
z z z

=
= − 

6) 
1 2 3( , , ) (( 1 ) 1 ,3, )

F
z z z i t i t

=
= − + + + 

 כן  (7

 לא  (8

 . תלויים (9

 . בלתי תלויים (10

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים. אין פתרונות מעל   (11

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:   (12 3, וקטורים עצמיים:  = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

13) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

1
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 40 - וקטורים

תוכן העניינים

1. וקטורים גיאומטריים  י (ללא ספר)

2. וקטורים אלגברים  י (ללא ספר)

282
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 41 - פתרון בחינות לדוגמה שעיקרן שאלות תיאורטיות

תוכן העניינים

1. מבחן לדוגמא 1  י (ללא ספר)

2. מבחן לדוגמא 2  י (ללא ספר)

3. מבחן לדוגמא 3  י (ללא ספר)

4. מבחן לדוגמא 4  י (ללא ספר)

5. מבחן לדוגמא 5  י (ללא ספר)

6. מבחן לדוגמא 6  י (ללא ספר)

282
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 42 - מרחבי מכפלה פנימית

תוכן העניינים

1. מרחבי מכפלה פנימית י 283

2. הנורמה והמרחק י 285

3. אי שוויון קושי-שוורץ, זווית בין וקטורים י 287

4. אורתוגונליות י 290

5. משלים אורתוגונלי י 293
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 מרחבי מכפלה פנימית 

  שאלות

) לכל שני וקטורים (1 ) ( )1 2 1 2, , ,v y y u x x= :נגדיר ,2-ב ,=

1 1 1 2 2 1 2 2, 3 3 4u v x y x y x y x y= − − +. 

 .2  -מהווה מכפלה פנימית ב לעילהאם ההגדרה  וקבד

 

) לכל שני וקטורים (2 ) ( )1 2 1 2, , ,v y y u x x=  :נגדיר ,2-ב, =

1 1 1 2 2 1 2 2, 3 3u v x y x y x y kx y= − − +. 

 ?2- ההגדרה לעיל מהווה מכפלה פנימית ב k עבור אילו ערכים של הקבוע

 

) לכל שני וקטורים (3 ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,v y y y u x x x=    :נגדיר ,3-ב ,=

1 1 1 3 2 2 3 1 3 3,u v x y kx y x y kx y x y= + + + +. 

 ?3- ההגדרה לעיל מהווה מכפלה פנימית ב kעבור אילו ערכים של הקבוע 

 

) לכל שני וקטורים (4 ) ( )1 1, , , , ,n nv v v u u u=  ,n-ב, =

 :נגדיר
1

,
n

i i i

i

u v k u v
=

=, 1  כאשר, , nk k  .מספרים חיוביים כלשהם 

 .n- כי הנוסחה לעיל מגדירה מכפלה פנימית ב והרא

1ik םאמהי המכפלה המתקבלת  1 לכל ,= i n ? 

 

A,  לכל שתי מטריצות (5 B ב - mxnM R ,:נגדיר  ( ), tr TA B B A= . 

-האם ההגדרה לעיל מהווה מכפלה פנימית ב וקבד mxnM R. 

tr מייצג את המילה  trace )סכום איברי האלכסון. כלומר,  ,)עקבה 

 

f,  לכל שתי פונקציות (6 g ב- ,C a b, :נגדיר ,

b

a

f g f gdx= . 

-מהווה מכפלה פנימית ב לעילהאם ההגדרה  וקבד ,C a b. 

  

1
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) , שעבורה הקבוצה3Rנתונה מכפלה פנימית על  (7 ) ( ) ( ) 1,1,0 , 1,1,0 , 1,0,0B = 

 מהווה בסיס אורתונורמלי. 
 את המכפלה הפנימית של שני וקטורים כלליים  וחשב

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , , ,x x x y y y. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

 ההגדרה לא מהווה מכפלה פנימית.  (1

2) 9k  

3) 1 1k−   

1ik  עבור (4 1 לכל = i n ,  .נקבל את המכפלה הפנימית הסטנדרטית 

- ההגדרה מהווה מכפלה פנימית ב (5 mxnM R. 

- ההגדרה מהווה מכפלה פנימית ב (6 ,C a b. 

7) ( )
1

1 2 3 2

3

1 1 0

, , 1 2 1

0 1 2

y

x x x y

y

−   
  − −
  −  

 

1
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 והמרחקהנורמה 

 שאלות

): 3-נתונים שלושה וקטורים ב (1 ) ( ) ( )1, 2, 2 , 3, 2,6 , 5,3, 2u v w= − = − = −. 

 : ו, חשב3- בהתייחס למכפלה הפנימית הרגילה ב

u, .א v ב. ,u w ג. ,v w ד. ,u v w+ 

u .ז v .ו u .ה v+ ח. ( )d ,u v 

   v̂ .י û .ט

 

-נתונות שלוש מטריצות ב (2 2 3M R: 

10 9 8 2 3 4 3 5 2
, ,

7 6 5 5 6 7 1 0 4
A B C

−     
= = =     

−     
. 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית ), tr TA B B A= ב - 2 3M R, 

 : וחשב

A, .א B ב. ,A C ג. ,A B C+ 

B, .ד C 4 .ה 10 , 11A B C+ ו. A 

) .ח B .ז )d ,A B ט. Â 

 

- נתונים שלושה פולינומים ב (3 0,1C : 

( ) ( ) ( ) 23, 3 1, 4 1p x x q x x r x x x= + = + = − − 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית : ) ( )
1

0

,p q p x q x dx= , 

 : וחשב

p, .א q ב. ,p r ג. ,p q r+ 

) .ה p .ד )d ,p q ו. r̂ 
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  :הוכיחו (4
2 2 2

2 ,u v u u v v+ = + +. 

 

:  הוכיחו (5
2 2 2

2 ,u v u u v v− = − +. 

 

  :הוכיחו (6
2 2

,u v u v u v− + = −. 

 

  :הוכיחו (7
2 2 2 2

2 2u v u v u v+ + − = + +. 

 

)  :הוכיחו (8 )2 21
,

4
u v u v u v+ − − =. 

 

u,ממ"פ ויהיו   Vיהי  (9 v V :וקטורים המקיימים  , ,u a u v b u v c= + = − =. 

u,ואת   vמצאו את   v. 

 

 סופיות  תשובות

 −8ד.   −3ג.   −5ב.   19א.  (1

 20ח.    96ז.   7ו.   3ה. 

ט. 
1 2 2

, ,
3 3 3

 
− 

 
י.     

3 2 6
, ,

7 7 7

 
− 

 
 

 −3168ה.    −24ד.   173ג.   −12ב.   185א.  (2

ט.  124ח.   139ז.   355ו.  
3 5 21

1 0 4355

− 
 

− 
 

ד.  −0.5833ג.  −9.5833ב.   9א.  (3
37

3
 

ה.  
4

3
ו.    

2 4 1

13
7

15

x x− −
 

 הוכחה. שאלת  (4

 הוכחה. שאלת  (5

 הוכחה. שאלת  (6

 הוכחה. שאלת  (7

 הוכחה. שאלת  (8

9) 
2 2 2 2 22

, ,
2 4

b c a b c
v u v

+ − −
= = 
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 שוורץ, יישומים - קושי שוויוןאי 

 שאלות

u,  אם כי  הוכיחו (1 v אז תלויים לינארית ,  ,u v u v= . 

 

1  יהיו (2 2, , , nx x x 1- ו 2, , , ny y y מספרים ממשיים. 

)כי   הוכיחו ) ( )( )
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2n n n nx y x y x y x x x y y y+ + +  + + + + + +. 

 

f,  יהיו (3 g  פונקציות רציפות בקטע הסגור   ,a b. 

)  כי  הוכיחו ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

b b b

a a a

f x g x dx f x g x
    

    
    
  . 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (4

)נניח כי   .א ) ( )1 1,..., , ,...,n nu u u v v v=  .nR  -שני וקטורי יחידה ב =

1כי   וח יהוכ  1 ... 1n nu v u v+ + . 

)  - נניח ש .ב )1,...,
n

nu u u R=  . 

)כי   וח יהוכ  ) ( )2 2

1 1... ...
n

n nu u n u u+ +  + +. 

 

1- נניח ש (5 2, ,..., na a a 1- מספרים חיוביים כך ש 2 ... 1na a a+ + + =. 

1הוכיחו כי   2 ... na a a n+ + + . 

 

הוכיחו את אי השוויון  (6
2

1 2

n

k

k n n

n=

+
. 

 

נתון כי   (7
1

1
n

i

i

a
=

= . 

הוכיחו כי  
22 2

1 2

1 2 2 3 1

1
...

2

n

n

aa a

a a a a a a
+ + + 

+ + +
. 
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נתון כי   (8
1 1

n n

i i

i i

a b
= =

= . 

הוכיחו כי   .א
2

1 1

1

2

n n
i

i

i ii i

a
a

a b= =


+

 . 

נתון כי   .ב
1

1
n

i

i

a
=

=,   הוכיחו כי
22 2

1 2

1 2 2 3 1

1
...

2

n

n

aa a

a a a a a a
+ + + 

+ + +
. 

 

נתון כי   (9
1 1

n n

i i i

i i

a a b
= =

  . 

הוכיחו כי  
1 1

n n
i

i

i i i

a
a

b= =

 . 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (10

הוכיחו כי   .א
( )

( )

2

2
1

1

1

( )

n

i in
ii i

n
i i i

i i

i

a b
a b

a b
a b

=

=

=

 
− 

−  
+

+





. 

1הוכיחו כי   .ב 1

1

1 1

n n

i in
i i i i

n n
i i i

i i

i i

a b
a b

a b
a b

= =

=

= =


+

+

 


 
. 

 

)  הווקטוריםאת הזווית בין שני  וחשב (11 ) ( )1, 2, 2 , 2,1, 2u v= = −, 

 .3- ביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית ב

 

)  הווקטוריםאת הזווית בין שני  וחשב (12 ) ( )3, 4 , 1, 2u v= =, 

)  ביחס למכפלה הפנימית ) ( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2, , , 3x x y y x y x y x y x y= − −  . 2- ב ,+

 

)  שבין    עבור הזווית cos  את  ומצא (13 ) 2 1p x x= )- ו − ) 2q x x=, 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית : ) ( )
1

0

,p q p x q x dx=  שב - 0,1C. 

 

2  שבין    עבור הזווית cos  את  ומצא (14 1 0 1
,

3 1 2 3
A B

−   
= =   −   

, 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית : ), tr TA B B A= ב - 2 2M R. 
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,יהיו   (15 nu v   2וקטורי יחידה המקיימיםu v− =. 

 הם בהכרח כפולה בסקלר אחד של השני.  v- ו u- ש וח יהוכ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

 הוכחה. שאלת  (1

 הוכחה. שאלת  (2

 הוכחה. שאלת  (3

 שאלת הוכחה.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

 שאלת הוכחה.  (6

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

 שאלת הוכחה.  (9

 שאלת הוכחה.  (10

11) 63.61 =  

12) 9.44 =  

13) cos 0.173 =  

14) cos 0.00036 =  

 שאלת הוכחה.  (15
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 אורתוגונליות

 שאלות

)  הווקטוריםכי הוכיחו  (1 ) ( )1, 2,3 , 4,7, 6u v= =  . 3- אורתוגונליים ב  −

 

)  הווקטורים עבורו   ,k  את ערכו של הקבועמצאו  (2 ) ( )1, ,3 , 4,7, 6u k v= = −   

 .3- יהיו אורתוגונליים ב

 

)  הווקטוריםוקטור יחידה המאונך לשני מצאו   (3 ) ( )1, 2,3 , 2,5,7u v=  .3- ב =

 

)  כי הפולינומים הוכיחו  (4 ) ( ) 22 1, 6 6 1p x x q x x x= − = − + 

אורתוגונליים בקטע   0,1 ביחס למכפלה הפנימית(  ( ) ( )
1

0

,p q p x q x dx= ). 

 

  במרחב (5 nP R מרחב הפולינומים ממעלה(  n  מעל  ) ,:נגדיר מכפלה פנימית  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, 0 0 1 1
n

k

p x q x p k q k p q p q p n q n
=

= = + + +. 

  כי הפולינומים:הראו  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )2 4 6 , 1 3 5 7p x x x x x q x x x x x x= − − − = − − − − 

  אורתוגונליים כאיברי המרחב 7P R,  .עם המכפלה הפנימית שהוגדרה לעיל 

 

1  נתונות שתי מטריצות: (6 4 1
,

3 1 2 3

k
A B

−   
= =   −   

. 

)  בהתייחס למכפלה הפנימית: ), tr TA B B A= ב - 2 2M R , 

 . עבורו המטריצות הנ"ל אורתוגונליות ,k  הערך של הקבועאת מצאו 

 

u  כי:הוכיחו  (7 v u v u v+ = −  ⊥. 

 ?2- מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו ב

 

  כי:הוכיחו  (8
2 2 2

u v u v u v+ = +  ⊥. 

 מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו? 
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)  כי :הוכיחו  (9 ) ( )u v u v u v− ⊥ +  =. 

 מהו הפירוש הגיאומטרי של תכונה זו? 

 

,3)  םמצאו וקטור שמאונך לשני הווקטורי (10 ,1)- ו(2,1 1, 2)−, 

 .3הוא  (1,1,0)קטור  וושמרחקו מהו 

 

,יהיו   (11 nu v  אורתוגונליים זה לזה ובעלי אותה נורמה. 0- וקטורים שונים מ , 

2נגדיר   , 3a u v b u v= − = +. 

 ? -ל  שווה cosאז   ,b-ל aהיא הזווית בין   אם 

 

1יהיו   (12 2, nw w   אורתוגונליים זה לזה ובעלי נורמה0- וקטורים שונים מ ,  k. 

1יהי   2

3

4
v w w= - וקטור שמרחקו מ  +

22w שווה למרחקו מ -
1w. 

- מ vמהו המרחק של  
1w? 
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 סופיות  תשובות

 שאלת הוכחה.  (1

2) 2k = 

3) 
1 1 1

, ,
3 3 3

− − 
 
 

 

 שאלת הוכחה.  (4

 שאלת הוכחה.  (5

6) 0.5k = 

 שאלת הוכחה.  (7

 שאלת הוכחה.  (8

 הוכחה. שאלת  (9

10) 
1 1 1 1 1 1

, , , ,
3 3 3 3 3 3

v or v
   

= − − = −   
   

 

11) 
1

50
 

12) 
5

4
k 
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 אורתוגונלימשלים 

 שאלות 

) יהי (1 ) ( ) 1,2, 1,1 , 2,5,3,1W span= −. 

W מצא בסיס וממד עבור ⊥. 
 .כי מתקיים משפט הפירוקהראו 

 

) יהי (2 ) 1,1,1w span=. 

W בסיס וממד עבורמצאו  ⊥. 
 הפירוק.כי מתקיים משפט הראו 

 

 יהי (3   2W span x P R= . 

W בסיס וממד עבורמצאו    ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בקטע ,⊥ 0,1. 

 

 יהי (4   2

2,W span x x P R= . 

W בסיס וממד עבורמצאו  ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בקטע  , ⊥ 0,1. 

 

 יהי (5 2 2

0 0 0 0
,

1 1 1 0
W span M R

    
=     

    
. 

W בסיס וממד עבורמצאו  ) ביחס למכפלה הפנימית  ,⊥ ), tr TA B B A= 

-ב 2 2M R. 

 

 .3האורתוגונלי של מרחב המטריצות האלכסוניות מסדר בסיס למשלים מצאו  (6

 

 .2בסיס למשלים האורתוגונלי של מרחב המטריצות הסימטריות מסדר מצאו  (7

 

0A נתונה מערכת משוואות הומוגנית (8 x =. 

 מרחב הפתרונות של המערכת.  U יהי
 , בעזרת המושג משלים אורתוגונלי U-פירוש אפשרי  ל נות

 .A והמושג מרחב השורות של המטריצה
 

1-נניח ש (9 2,W W הן תת קבוצות של V. 

1  כי: וחיהוכ 2 2 1W W W W⊥ ⊥  . 
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 . V הוא תת קבוצה של W-נניח ש (10

W  כי: וחיהוכ W ⊥ ⊥. 

 

 .  Vל הוא תת קבוצה ש  W-נניח ש (11

W:  כי וחיהוכ W ⊥  מממד סופי(. Vם )א   =⊥

 

1-נניח ש (12 2,W W הן תת קבוצות של V . 

)כי:  וחיהוכ )1 2 1 2W W W W
⊥ ⊥ ⊥+ = . 

 

-נניח ש (13
1 2,W W הן תת קבוצות של V . 

)  כי: וחיהוכ )1 2 1 2W W W W
⊥ ⊥ ⊥ = +. 

 

 סופיות  תשובות

1) ( ) ( ) 3,1,0,1 , 11, 5,1,0W span⊥ = − − 

2) ( ) ( ) 1,0,1 , 1,1,0W span⊥ = − − 

3) 22 1
,

3 2
W span x x⊥     

= − + − +    
    

 

4) ( ) 21.5 6 5W span x x⊥ = − + 

5) 
1 0 0 1

,
0 0 0 0

W span⊥     
=     

    
 

6) 

0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0

WB

    
    
    
    =
    
    
     
    

 

7) 
0 1

1 0W
B ⊥

  
=   −  

 

 הסבר בווידאו.  (8

 שאלת הוכחה. (9

 שאלת הוכחה. (10

 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12

 שאלת הוכחה. (13
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 43 - קבוצות אורתוגונליות, בסיסים אורתוגונליים, התהליך של גרם-

שמידט

תוכן העניינים

1. בסיס אורתוגונלי, שוויון פרסבל, אי-שוויון בסל י 295

2. ההיטל של וקטור י 299

3. תהליך גרם-שמידט י 302
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 שוויון בסל -בסיס אורתוגונלי, שוויון פרסבל, אי

 שאלות

)  נתונה קבוצת וקטורים )1 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −
 אורתוגונלית.  S  שהקבוצה והרא .א
 את הקבוצה לקבלת קבוצה אורתונורמלית.נרמלו  .ב
 . 3- שהקבוצה מהווה בסיס ל הוכיחו  ,ללא חישוב .ג

 
)  נתונה קבוצת וקטורים )2 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −

)  את הווקטוררשמו  ללא דירוג, תוך שימוש במכפלות פנימיות,  )13, 1,7− ,
 .Sי כצירוף לינארי של איבר 

 
)  נתונה קבוצת וקטורים )3 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −

)  את וקטור הקואורדינטות של וקטור כלשהורשמו  ), ,v a b c= 3- ב, 

 .S  ביחס לבסיס
 

}- נניח ש )4 }1 2, , , nu u u היא בסיס אורתוגונלי ל -V. 

v  שלכלהוכיחו  V∈, 1 אז 2
1 2

1 1 2 2

, , ,
, , ,

n
n

n n

v u v u v u
v u u u

u u u u u u
= + + +. 

  הערה: הקבוע
,
,

i
i

i i

v u
a

u u
 ,iu- ביחס ל  v  נקרא מקדם פורייה של =

 .iu- ביחס ל v  או הרכיב של

 
}  נתונה קבוצת פונקציות )5 }cos ,cos 2 ,cos3 ,S x x x=   ב-[ ]0,V C π=. 

 האם הקבוצה אורתוגונלית? אם כן, האם היא אורתונורמלית? 
 אורתוגונלית ולא אורתונורמלית,במידה והקבוצה 

 לקבלת קבוצה אורתונורמלית.   אותהנרמלו 
 ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית. ענו 

 
}  נתונה קבוצת פונקציות )6 }1,cos ,sin ,cos 2 ,sin 2 ,S x x x x=  ב-[ ]0,2V C π=. 

אורתונורמלית.   אותה לקבלת קבוצהנרמלו האם הקבוצה אורתוגונלית? אם כן,  
 ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית. ענו 

 האם הקבוצה מהווה בסיס? 
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)  נתונה קבוצה )7 ) ( ) ( ){ }2,4, 4 , 4, 1, 1 , 0,2, 2S = − −  .3-ב −

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 אורתונורמלית? האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא 

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

 
}  נתונה קבוצה )8 }2 31, , ,S x x x= ב-[ ]3P R. 

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 אורתונורמלית?  האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

]- ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בענו  ( ] 0,1( 

 
}  נתונה קבוצה )9 }21, 2 1,6 6 1S x x x= − − ]-ב + ]2P R. 

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא אורתונורמלית? 

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

]- ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בענו  ( ] 0,1( 

 

]  קבוצההנתונה   )10 ]3

2 4 6 1 0 0 1 1 1
0 2 4 0 1 0 0 1 1
0 0 2 0 0 0 0 0 1

S M R
 −       = − − ⊆         

. 

   ?אורתוגונלית? האם היא בסיס אורתוגונלי S  האם הקבוצה  :בדקו
 האם היא אורתונורמלית? האם היא בסיס אורתונורמלי? 

 אותה. נרמלו   ,במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית
 . ריצותביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית של המט ענו 

 
 את שוויון פרסבל.  וח יוהוכ  ונסח  )11

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  )12

1יהי   .א 1(1,1), (1, 1)
2 2

B  = − 
 

 .2Rבסיס אורתונורמלי של  

2vאת שוויון פרסבל עבור וקטור כלשהו    ואמת R∈. 

1יהי   .ב 1(1,1,0), (1, 1,0), (0,0,1)
2 2

B  = − 
 

 .3Rבסיס אורתונורמלי של  

3vאת שוויון פרסבל עבור וקטור כלשהו    ואמת R∈. 
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1יהי   )13 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1, , ,
1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2

D A A A A
 − −        

= = = = =        − − − −        
. 

2מהווה בסיס אורתונורמלי של   D -ש וח יהוכ  .א ( )M R   עם המכפלה

)הפנימית   ), TA B tr B A=. 
2כתבו את שוויון פרסבל עבור מטריצה כללית   .ב ( )A M R∈  עם המכפלה

 הפנימית לעיל. 
 

)במרחב   )14 )[ , ]C π π−   של כל הפונקציות הרציפות בקטע[ , ]π π−   נגדיר את

,1המכפלה הפנימית הבאה  ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫. 

}תהי   }1 2( ) cos , ( ) sinf x x f x x=  מערכת אורתונורמלית במרחב זה.  =

את אי שוויון בסל עבור הפונקציה    ואמת
0

( )
0 0
x x

f x
x
≥

=  <
ביחס למערכת   

 הנתונה. 
 

)במרחב   )15 )[ , ]C π π−   של כל הפונקציות הרציפות בקטע[ , ]π π−   נגדיר את

,1המכפלה הפנימית הבאה  ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫. 

}תהי   }1 2 60sin , sin(2 ),..., sin(60 )f x f x f x= = מערכת אורתונורמלית במרחב   =
 זה.

את אי שוויון בסל עבור הפונקציה   וכתב
1 0

( ) 0 0
1 0

x
f x x

x

π

π

− − < <
= =
 < <

ביחס   

 למערכת הנתונה. 
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 סופיות  תשובות

) ב. שאלת הוכחה. א.  )1 )
( )

( ) ( )
22 2

2,1, 4 1, 2,1 3, 2,1
, ,

6 142 1 4
S
 − − 
 
 + + − 

 

 שאלת הוכחה. ג. 

2( ( ) ( ) ( ) ( )1 2413, 1,7 2,1,4 3 1,2,1 3, 2,1
7 7
−

− = + + − 

3( ( ) ( ) ( )2 4 2 3 22,1,4 1,2,1 3, 2,1
21 6 14

a b c a b c a b c+ − + + − +
+ + − 

 שאלת הוכחה.  )4
 הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה לא אורתונורמלית, )5

cos cos 2 cos3, , ,
0.5 0.5 0.5

x x xS
π π π

 
=  
 

 

 אורתוגונלית, הקבוצה לא אורתונורמלית,הקבוצה  )6
1 cos sin cos 2 sin 2, , , , ,
2

x x x xS
π π π π π

 
=  
 

 

הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה מהווה בסיס אורתוגונלי, הקבוצה אינה   )7

)  אורתונורמלית, ) ( ) ( )1 1 12,4,4 , 4, 1, 1 , 0,2, 2
36 8 18

S  
= − − − 
 

 

 .הקבוצה לא אורתוגונלית )8
 , הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה מהווה בסיס אורתוגונלי )9

( ) ( ){ }21, 3 2 1 , 5 6 6 1S x x x= − − + 

הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה אינה בסיס אורתוגונלי, הקבוצה לא   )10

  אורתונורמלית,
2 4 6 1 0 0 1 1 11 1 10 2 4 , 0 1 0 , 0 1 1

80 2 60 0 2 0 0 0 0 0 1
S

 −           = − −             
 

 שאלת הוכחה.  )11
 שאלת הוכחה.  )12
 שאלת הוכחה.  )13
 שאלת הוכחה.  )14

15( 2 2 2 2 2

16 1 1 1 12 ...
1 3 5 59π
 ≥ + + + +  

 

1

פרק 43קבוצות אורתוגונליות, בסיסים או...

298

298



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 
  ©  גיא סלומון  –כתב ופתר  

 

 ההיטל של וקטור

 שאלות

)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )1 )1,2,2v =  

)  לאורך  )0,1, 1w =  .3-ב ,−

 
)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )2 )1, 2,2,0v = −  

)  לאורך  )0,2, 1,2w =  .4-ב, −

)  גם מקובל לסמן )proj ,v w. 

 
)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )3 ) 2 1p x x= )  לאורך  − ) 2q x x= ,

]- במרחב הפולינומים עם המכפלה הפנימית האינטגרלית ב ]0,1. 

 

1  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )4 2
3 4A  =  
 

1  לאורך   2
1 0B  =  − 

, 

 עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית.  2במרחב המטריצות הממשיות מסדר  
 

3Vיהי   )5 R=   ויהי{ }1 2(1, 2,1), (1, 11)W span w w= = =  .V  תת מרחב של −

)קטור  ו את ההיטל של הו  ומצא 2, 2, 2)v = לפי המכפלה   W  על תת המרחב −
3V- הסטנדרטית בהפנימית  R=. 

vכסכום  vאת   מו בנוסף, רש v v⊥= +


v,  כאשר , W v W ⊥
⊥∈ ∈



. 

 
4Vיהי   )6 R=  .עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית 

}ויהי   }1 2 3(1,1,0, 1), (1,0,11), (0, 1,1, 1)W span w w w= = − = = −  .V  תת מרחב של  −
,3)  וקטורו קטור הקרוב ביותר לואת הו ומצא 4,5,6)v  .W  תת המרחב ב =

W- ווקטור מ W- כסכום של וקטור מ vאת   ובנוסף, כתב  ⊥. 
 

]יהי   )7 ]( )0,1V C=   [0,1]מרחב הפונקציות הרציפות על הקטע. 

1ויהי   2
11,
2

W span w w x = = = − 
 

 .V  תת מרחב של  

24את ההיטל של   ומצא 4v x=   עם המכפלה הפנימית האינטגרלית  W  על  −
W- ווקטור מ  W- כסכום של וקטור מ vאת   ובנוסף, כתב הסטנדרטית. ⊥. 
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)נתון המרחב   )8 )[ 1,1]C עם המכפלה הפנימית   −
1

1

, ( ) ( )f g f x g x dx
−

= ∫ . 

)נגדיר תת מרחב של   )[ 1,1]C −          :{ }1 2| | , | |W sp f x x f x x= = + = −. 

)2מצאו את ההיטל של   )f x x=  עלW. 

 

)נתון המרחב   )9 )[ , ]C π π−   1עם המכפלה הפנימית, ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫ . 

)נגדיר תת מרחב של   )[ , ]C π π− :

{ }1 2 60sin , sin(2 ),..., sin(60 )W sp f x f x f x= = = = . 

}ידוע שהקבוצה   }60

1i i
f

=
 היא קבוצה אורתונורמלית.  

מצאו את ההיטל של 
1 0

( ) 0 0
1 0

x
f x x

x

π

π

− − < <
= =
 < <

 .Wעל   
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 סופיות  תשובות

1( ( )proj , 0, 0v w cw c= = = 

2( ( ) ( )2 2proj , 0, 2, 1, 2 ,
3 3

v w cw c −
= = − − = 

3( ( ) ( ) 25 5proj , ,
6 6

p q c q x x c= ⋅ = = 

4( ( ) 1 11 2proj , ,1 03 6
A B cB c = = = − 

 

5( ( ) (0, 2,0)vπ = ,(0, 2,0) ( 2,0,2)v v v⊥= + = + −


 
6( ( )( ) 5, 2,3,6vπ = ,(3, 4,5,6) (5,2,3,6) ( 2,2,2,0)v v⊥= + = + −



  

7( 14( ) 4
3

v xπ = − + ,214 24 4 4
3 3

v v v x x x⊥
   = + = − + + − +   
   



 

8( 3 | |
4Wproj f x= 

9( 4sin( ) 4sin(3 ) 4sin(5 ) 4sin(59 )...
3 5 59W

x x x xproj f
π π π π

= + + + + 
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 שמידט -תהליך גרם

 שאלות

)  נתון: )1 ) ( ) ( ){ } 31, 2,3 , 4,5,6 , 7,8,9U span= ⊆. 

 .U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
 

)  נתון: )2 ) ( ) ( ){ } 42, 2, 2, 2 , 1,1, 2,4 , 1,2, 4, 3U span= − − ⊆. 
 .U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא

 
}  נתון: )3 } [ ]2 3

34, , ,U span x x x P x= ⊆. 

 ,U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
]  בהתייחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בקטע  ]1,1−. 

 

]  נתון: )4 ]2
1 2 1 2 0 2, ,3 4 1 0 1 1U span M R      = ⊆      −      

. 

 ,U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
 של המטריצות.  הפנימית הרגילהבהתייחס למכפלה 

 

 

 
 סופיות  תשובות

1( ( ) ( )1 11,2,3 , 4, 1,2
15 21orthonormalB  

= − − 
 

 

2( ( ) ( ) ( )
1 2 3

2, 2, 2, 2 1, 1,0,2 1,3, 6,2
, ,

16 6 50orthonormalB w w w
 − − −

= = = = 
 

 

3( 
2 3

1 2 3 4
4 3 1 5 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
32 2 8 8

3 5 7

orthonormal
x x x xB w w w w

 
 − − = = = = = 
 
  

 

4( 1 2 3

1 2 7 14 4 3
3 4 9 2 2 2ˆ ˆ ˆ, ,

30 330 33orthonormalB w w w

 −     
      − − −      = = = = 
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 44 - טורי טיילור - מקלורן

תוכן העניינים

1. טור טיילור וטור מקלורן י 303

2. נוסחאות – טורי מקלורן של פונקציות חשובות י 305
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 וטור מקלורןטור טיילור 

 שאלות 

0xאת הפיתוח לטור טיילור סביב  ומצא 1-24בשאלות   (טור מקלורן) : =

1( ( ) sin 2f x x=  2( 2 4( ) xf x x e−=  3( ( ) sinhf x x=  

4( 2( ) sinf x x=  5( 2( ) cosf x x=  6( ( ) 2xf x =  

7( 2( ) cos(4 )f x x x=  8( 2( ) ln(2 3 )f x x x= − +  9( ( ) arcsinf x x=  

10( 1( )
1

f x
x

=
+

  11( 4

3( )
1

f x
x

=
−

  12( 2

1( )
1 9

f x
x

=
+

  

13( 1( )
5

f x
x

=
−

  14( ( )
4 1

xf x
x

=
+

  15( 2( )
9

xf x
x

=
+

  

16( 2

3( )
2

f x
x x

=
+ −

  17( 2

7 1( )
3 2 1

xf x
x x

−
=

+ −
  18( 2

1( )
(1 )

f x
x

=
+

  

19( ( ) ln(1 )f x x= +  20( ( ) ln(1 )f x x= −  21( 1( ) ln
1

xf x
x

+
=

−
  

22( ( ) ln(5 )f x x= −  23( 
2

2( )
(1 2 )

xf x
x

=
−

  24( ( ) arctan
3
xf x  =  

 
  

 
 להכיר את הנושא פירוק לשברים חלקיים.  יש ,16-ו  15 שאלותהערות: לפתרון 

 של טורי מקלורן.  להכיר את הנושא גזירה ואינטגרציה יש 24-ו  23 ,19, 18 לפתרון סעיפים 
 להיעזר בפיתוחים הידועים לטור מקלורן המופיעים בנספח.  אפשר 
 
 

 את ארבעת האיברים הראשונים, השונים מאפס,  ומצא 27-25בשאלות 
 בפיתוח לטור מקלורן של הפונקציות (נדרש ידע בכפל וחילוק של פולינומים): 

25( 
2

( ) cosxf x e x−=  26( ( ) tanf x x=  27( sin( ) x

xf x
e

=  
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 תשובות סופיות 

1( 
( )

2 1 2 1

0

2( 1)
(2 1)!

n n
n

n

x
n

x

+ +∞

=

−
+

−∞ < < ∞

∑ 2( 
( )

2

0

4( 1)
!

n n
n

n

x
n

x

+∞

=

−

−∞ < < ∞

∑ 3( 
( )

2 1

0 (2 1)!

n

n

x
n
x

+∞

= +
−∞ < < ∞

∑ 

4( 
( )

2 1 2
1

1

2( 1)
(2 )!

n n
n

n

x
n

x

−∞
+

=

−

−∞ < < ∞

∑ 5( 
( )

2 1 2

0

1 2( 1)
2 (2 )!

n n
n

n

x
n

x

−∞

=

+ −

−∞ < < ∞

∑ 6( 
( )

0

(ln 2)
!

n n

n

x
n
x

∞

=

−∞ < < ∞

∑ 

7( ( )
2 4 1

0

4( 1)
(2 )!

n n
n

n

xx
n

+∞

=

−∞ < < ∞ −∑ 8( ( )
1

1
0

11 1 ln 2 1
2 1

n

n
n

xx
n

+∞

+
=

 − ≤ < − +  + 
∑ 

9( 
( )

2 1

1

1 3 ... (2 1)
2 4 ... 2 2 1

1 1

n

n

n xx
n n

x

+∞

=

⋅ ⋅ ⋅ −
+ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ +
− < <

∑ 10( ( )
0

| | 1 ( 1)n n

n
x x

∞

=

< −∑ 

11( ( ) 4

0
| | 1 3 n

n
x x

∞

=

< ∑ 12( ( ) 21
3

0
| | ( 1) 9n n n

n
x x

∞

=

< −∑ 

13( ( ) 1
0

1| | 5
5

n
n

n
x x

∞

+
=

−
< ∑ 14( ( ) 11

4
0

| | ( 1) 4n n n

n
x x

∞
+

=

< −∑ 

15( ( )
2 1

1
0

| | 3 ( 1)
9

n
n

n
n

xx
+∞

+
=

< −∑ 16( ( )
1

1
0

( 1)| | 1 1
2

n
n

n
n

x x
+∞

+
=

 −
< − 

 
∑ 

17( ( ) ( )1
3

0
| | 2( 1) 3n n n

n
x x

∞

=

< − −∑ 18( ( ) 1 1

1
| | 1 ( 1)n n

n
x n x

∞
+ −

=

< − ⋅ ⋅∑ 

19( ( )
1

0

( 1)1 1
1

n n

n

xx
n

+∞

=

−
− < ≤

+∑ 20( ( )
1

0
1 1

1

n

n

xx
n

+∞

=

− ≤ < −
+∑ 

21( ( )
2 1

0

2| | 1
2 1

n

n

xx
n

+∞

=

<
+∑ 22( ( )

1

1
0

5 5 ln 5
5 ( 1)

n

n
n

xx
n

+∞

+
=

− ≤ < −
+∑ 

23( ( ) 21
2

0
| | 2 ( 1)n n

n
x n x

∞
+

=

< +∑ 24( ( )
2 1

2 1
0

| | 3 ( 1)
3 (2 1)

n
n

n
n

xx
n

+∞

+
=

≤ −
+∑ 

25( 2 4 63 25 331
2 24 7201 ..x x x− + − + 26( 3 5 72 17

3 15 315 ...x x xx + + + + 

27( 2 3 51 1
3 30 ..x x x x− + − +  
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 של פונקציות חשובות טורי מקלורן  –נוסחאות 

 טור מקלורן             תחום התכנסות 

1 2 3

0

2 1 3 5 7

0

2 2 4 6

0

1 2 3 4

0

1 ...
! 1! 2! 3!

sin ( 1) ...
(2 1)! 3! 5! 7!

cos ( 1) 1 ...
(2 )! 2! 4! 6!

1 1ln(1 ) ( 1) ...
1 2 3 4

arctan

n
x

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

x x x x
xe

n

x x x x
x x x

n

x x x x
x x

n

x x x x
xx x

n

x



=

+

=



=

+

=

−  = = + + + +

= − = − + − + −  
+

= − = − + − + −  

−  + = − = − + − +
+

=









2 1 3 5 7

0

1 2 3

0

1

2 3

1 1( 1) ...
2 1 3 5 7

1
1 ... 1 1

1

1 1 ( 0)( 1) ... ( 1)
(1 ) 1

1 1 ( 1 0)!

1 1 ( 1)( 1) ( 1)( 2)
1 ...

0,1,2,3,...2! 3!

n
n

n

n

n

m n

n

x x x x
xx

n

x x x x x
x

x mm m m n
x x

x mn

x mm m m m m
mx x x

m

+

=



=



=

−  − = − + − +
+

= = + + + + −  
−

−   −   − +
+ = +

−   −  

−    −− − −
= + + + +
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 45 - גבולות ורציפות של פונקציה של שני משתנים

תוכן העניינים

1. כללי  י (ללא ספר)

305

305



קורס השלמה במתמטיקה
פרק 46 - נגזרות חלקיות דיפרנציאבליות

תוכן העניינים

1. נגזרות חלקיות מסדר ראשון י 306

2. נגזרות חלקיות מסדר שני י 308

3. נגזרות חלקיות לפי הגדרה י 312

4. דיפרנציאביליות י 314

305

305
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 מסדר ראשון  נגזרות חלקיות

 שאלות 

 .הפונקציה הנתונהאת הנגזרות החלקיות מסדר ראשון של  וחשב 10-1בשאלות 

1) 3 2 2( , ) 4 3 2 3f x y x x y x y= − + + 2) 5( , ) lnf x y x y= 

3) 
( )2 4

2

5ln
( , )

5 y

x y y y
f x y

y y y

+
=

+ +
)רק 

xf.) 4) ( ) ( )2 3( , ) 2 3f x y x y x y= +  + 

5) 
2

2

3
( , )

x y
f x y

x y

−
=

+
 6) ( )( , ) sinf x y xy= 

7) ( , ) arctan(2 3 )f x y x y= + 8) ( , ) cosf r r = 

9) 2 3( , , )f x y z xy z= 10) ( , , ) sin( )uvf u v t e ut= 

  

)נתון  (11 ) ( ), lnz x y x y= +. 

כי   וחיהוכ
1

2

z z
x y

x x

 
 +  =
 

. 

 

)נתון  (12 ) 2 1
, , xf x y z e y

z

 
= − 

 
. 

  וחשב
1 1 1

0, 1, , 0, 1, , 0, 1,
2 2 2

f f f

x y z

       
− − −     

       
 . 

 

 הערת סימון

1 2( , ) ;x y

f f
f f x y f f f f

x y

 
=  = = = =

 
 

  

1

פרק 46נגזרות חלקיות דיפרנציאבליות

306

306



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

1) 2 212 6 2xf x xy= − +  26 3yf x y= − + 

2) 45 lnxf x y=   
5

y

x
f

y
= 

3) 
( )4

2

5ln
2

5
x y

y y y
f x

y y y

+
=

+ +
 

4) 2 36 6 2xf x xy y= + +  2 3 26 12 3yf xy y x= + + 

5) 
( )

2 2

2
2

2 3
x

x xy y
f

x y

+ +
=

+
  

( )

2 2

2
2

3 3 2
y

x y x y
f

x y

− + −
=

+
 

6) cos( )xf xy y=    cos( )yf xy x=  

7) 
2

2

1 (2 3 )
xf

x y
=

+ +
  

2

3

1 (2 3 )
yf

x y
=

+ +
 

8) cosrf =   sinf r = − 

9) 2 3

xf y z=   32yf xyz=   2 23zf xy z= 

10)  sin cosuv

uf e v ut t ut= + sinuv

vf u e ut=    cosuv

tf u e ut=   

 הוכחה.שאלת  (11

12) 
1 1 1

0, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 4
2 2 2

f f f

x y z

       
− = − − = − − =     

       
 

 

 הערת סימון

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
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 מסדר שני נגזרות חלקיות

 שאלות 

 : הפונקציה הנתונהשל   עד סדר שניהנגזרות החלקיות כל את  וחשב 14-1בשאלות 

1) 2 2 2( , ) 4 4 10f x y x x y x y= − + + 
 

2) 4( , ) lnf x y x y= 
 

3) 3 3( , ) 6f x y x y xy= + − 
 

4) 3 3( , ) 3(1 )( )f x y x y y x y= + + − + 
 

5) ( , ) ( )f x y xy x y= − 
 

6) ( , ) ( 9)(2 6)(4 3 12)f x y x y x y= − − − + 
 

7) ( , ) ( )xyf x y e x y= + 
 

8) ( )2 2( , ) x yf x y e x y+= + 

 

9) ( ) ( )2 2
2 2( , ) 2

x y
f x y x y e

− +
= + 

 

10) ( )2 2( , ) ln 1f x y x y= + + 

 

11) ( )2 2( , ) lnf x y x y= + 

 

12) ( )2 23( , ) lnf x y x y= + 

 
13) ( , ) sin(10 4 )f x y x y= + 

 
14) ( , , )f x y z xyz= 
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)  וחשב (15 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y xy x y= − −. 

 

)  וחשב (16 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y x y= +. 

 

)  וחשב (17 )' 1,1xyf,  עבור( ) 2 2,f x y x y= +. 

 

)נתון  (18 )
2

,
ln

x
f x y

y x
=

+
. 

)  וחשב ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1, , 1, , 1,

f f f
e e e

x y x y

  

   
 . 

 

 

 

 

 ערת סימוןה

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
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 תשובות סופיות 

1) 28 2 4xf x xy= − +  28 2xxf y= −   22 10yf x y= − + 
22yyf x= −   4xyf xy= −   4yxf xy= − 

2) 34 lnxf x y=   212 lnxxf x y=   
4

y

x
f

y
= 

4

2yy

x
f

y
= −   

34
xy

x
f

y
=   

34
yx

x
f

y
= 

3) 23 6xf x y= −   6xxf x=   23 6yf y x= − 

6yyf y=    6xyf =    6yxf = − 

4) 23 3 3xf x y= + −  6xxf x=   23 3 3 6yf y x y= + − − 

6 6yyf y= −   3xyf = − 

5) 22xf xy y= −   2xxf y=   2 2yf x xy= − 

2yyf x= −   2 2xy yxf f x y= = − 

6) 22 8 3 1 24 0 57 1 72 0 0xf xy y x y = −  − − +  + + + 

22 4 1 3 2 0 54 57 1 0 27 0yf x x y y x =  −  − − +  + + +  

 2 8 0 24xxf y= − −  2 0 6 1 54 0 0yyf x= −  − + + 

 2 8 1 6 0 57 0xyf x y=  − − + + 

7) ( )2 1xy

xf e xy y= + +  ( )2 1xy

yf e x xy= + + 

( ) ( )2 1 0 0xy xy

xxf e y xy y y e=  + + + + +  ( ) ( )2 1 0xy xy

yyf e x x xy x e=  + + + +  

 ( ) ( )2 1 2xy xy

xyf e x xy y x y e=  + + + +  

8) ( )2 2 2x y

xf e x y x+= + +    ( )2 2 2x y

yf e x y y+= + + 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

xxf e x y x x e+ += + + + +, 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

yyf e x y y y e+ += + + + + 

( )2 2 2 2x y x y

xyf e x y x y e+ += + + +  

9) ( )
2 2 3 22 2 4x y

xf e x x xy− −= − −   ( )
2 2 2 34 2 4x y

yf e y x y y− −= − − 

( )( ) ( )
2 2 2 23 2 2 22 2 2 4 2 6 4x y x y

xxf e x x x xy x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 22 3 2 22 4 2 4 4 2 12x y x y

yyf e y y x y y x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 23 22 2 2 4 4 2x y x y

xyf e y x x xy x y e− − − −= − − − + −  
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10) 
2 2

2

1
x

x
f

x y
=

+ +
     

2 2

2

1
y

y
f

x y
=

+ +
  

( )
2

2 2

2 2

1
xy

y x
f

x y


=

+ +
    

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 2

1
yy

x y y y
f

x y

 + + − 
=

+ +
 

11) 
2 2

2
x

x
f

x y
=

+
  

2 2

2
y

y
f

x y
=

+
  

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
xx

x y x x
f

x y

+ − 
=

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
yy

x y y y
f

x y

+ − 
=

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2
xy

x y y x
f

x y

+ − 
=

+
 

12) 
2 2

2 1

3
x

x
f

x y
= 

+
  

2 2

2 1

3
y

y
f

x y
= 

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
xx

x y x x
f

x y

+ − 
= 

+

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
yy

x y y y
f

x y

+ − 
= 

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2 1

3
xy

x y y x
f

x y

+ − 
= 

+
 

13) ( )10cos 10 4xf x y= +  ( )100sin 10 4xxf x y= − + 

( )4cos 10 4yf x y= +  ( )16sin 10 4yyf x y= − + 

( )40sin 10 4xyf x y= − +  ( )40sin 10 4yxf x y= − + 

14) xf yz=  0xxf =  xyf z= xzf y= 

yf xz=  yxf z= 0yyf = yzf x= 

zf xy=  zxf y= zyf x= 0zzf = 

15) 2− 

16) 1− 

17) 
1

2 2
− 

18) 
2

4 1
1

16

e e

 
+ 
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 לפי ההגדרה נגזרות חלקיות

 שאלות 

)נתונה הפונקציה  (1 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

xy
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  את הנגזרות החלקיות של הפונקציה הבאה בנקודה וחשב . א )0,0. 

) רציפה בנקודה האם הפונקציה .ב )0,0? 

 האם פונקציה גזירה חלקית היא בהכרח רציפה?  . ג
 

את הנגזרות החלקיות של    ומצא (2
( ) ( )

( ) ( )

3

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

, 

)בנקודה  )0,0. 

 

)את הנגזרות החלקיות של    ומצא (3 )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 4
, 0,0

,

1 , 0,0

y x
x y

f x y y x

x y

 +
 

=  +


=

, 

) בנקודה )0,0. 

 

) נתונה הפונקציה (4 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y x
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 . 

)  שהפונקציה לא רציפה בנקודה וחיהוכ . א )0,0 . 

)שלפונקציה קיימות נגזרות חלקיות בנקודה   וחיהוכ .ב  אותן.   ווחשב 0,0(

 

 נתונה הפונקציה (5
( ) ( )

( ) ( )

3 4

2 2
, 0,0

( , )

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 . 

 את הנגזרות החלקיות של הפונקציה.  וחשב . א

) של הפונקציה רציפות בנקודה  הנגזרות החלקיותהאם  .ב )0,0? 
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) נתונה הפונקציה (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
xy x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

(0,0)האם  ובדק . א (0,0)xy yxf f=,  .על ידי חישוב ישיר 

) האם הנגזרות המעורבות רציפות בנקודה .ב )0,0? 

(1,4)האם  . ג (1,4)yxyxyxy xyxyxyxf f=. 

 

 הערה
 סעיף ב'. 7-ו 6שאלות  – דיפרנציאביליותתחת הכותרת  ,תרגילים נוספים בהמשך הפרק

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

(0,0)א.  (1 0 , (0,0) 0x yf f= )ב. לא רציפה בנקודה = )0,0 . 

 ג. פונקציה גזירה חלקית אינה בהכרח רציפה.

2) (0,0) 1 , (0,0) 0x yf f= = 

3) (0,0) 0 , (0,0) 0x yf f= = 

(0,0)ב.   א. שאלת הוכחה. (4 0 , (0,0) 0x yf f= = 

א.  (5

( )

( )

4 2 2 4

2
2 2

5 2 3 3

2
2 2

3 2
( , ) (0,0)

( , )

1 ( , ) (0,0)

2 4 2
( , ) (0,0)

( , )

0 ( , ) (0,0)

x

y

x x y xy
x y

f x y x y

x y

y x y x y
x y

f x y x y

x y

 + −


= +


=

 + −


= +


=

 . ב. לא רציפות 

(0,0)א.  (6 1 (0,0) 1xy yxf f= − = 

)ב. הנגזרות המעורבות לא רציפות בנקודה  .ג. כן .0,0(
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 ליות ידיפרנציאב

 שאלות 

)  האם הפונקציה הנתונה דיפרנציאבילית בנקודה וקבד 1-4בשאלות  )0,0. 

1)    ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

2,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

2) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
sin , 0,0

,

0 , 0,0

x y x y
x yf x y

x y


+ 

+= 


=

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

y
x y

x yf x y

x y




+= 


=

 

 

4) ( )
( ) ( )

( ) ( )

4
, 0,0

4,

0 , 0,0

x y
x y

y xf x y

x y

+


+= 
 =

 

 

)  הפונקציהדיפרנציאביליות   וקבד (5 ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

1

, 0,0,

0 , 0,0

x ye x yf x y

x y

−
+


 = 
 =

. 

 

) נתון (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 ,m .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג

  

1
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) נתון (7 ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

m

xy
x y

x yf x y

x y




+= 


=

,m  .קבוע 

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . א
 הפונקציה גזירה חלקית בראשית?  mכים של  עבור אילו ער .ב
 הפונקציה דיפרנציאבילית בראשית?  mעבור אילו ערכים של   . ג

 

)פונקציה דיפרנציאבילית בנקודה   fתהי   (8 )0,0 . 

)נגדיר פונקציה חדשה     )
( ), 0

,
0 0

f x y xy
x y

xy



= 


 . 

(0,0)נתון  (0,0) (0,0) 0x yf f f= = =. 

) דיפרנציאבילית בנקודה -ש וחיהוכ )0,0. 

 

)דיפרנציאביליות   וקבד (9 )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2 3

sin
, , 0,0,0

, ,

0 , , 0,0,0

z xy
x y z

f x y z x y z

x y z




= + +


=

, 

) בנקודה )0,0,0. 

 

:נתונה  (10 nf R R→, המוגדרת על ידי ( )

2

2

1 1
0

0.5 0

x
x

f x x

x

 + −
 

= 


=

. 

0xדיפרנציאבילית בנקודה  fהאם  =? 

  

1

פרק 46נגזרות חלקיות דיפרנציאבליות

315

315



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

 לא דיפרנציאבילית.  (1

 דיפרנציאבילית.  (2

 דיפרנציאבילית. לא  (3

 לא דיפרנציאבילית.  (4

 דיפרנציאבילית בכל נקודה במישור. (5

1mא.  (6     .0בm    .2גm 

1mא.  (7    ב. לכלm     .0.5גm  

 הוכחה.שאלת  (8

 דיפרנציאבילית.  (9

 כן. (10

1
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 47 - כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים

תוכן העניינים
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 של מספר משתנים בפונקציות כלל השרשרת 

 שכל הנגזרות הרשומות קיימות.  וחי, הנבתרגילים בפרק זה
 

 שאלות 

2נתון:  (1 2ln( )z x y= − ,2 22 ,x u v y u v= − = +. 

u, חשבו: vz z. 

 

24נתון:  (2 , 4 , u vv t k u t m z e −= + = + = . 

, חשבו: ,t m kz z z. 

 

2נתון:  (3 2( )z f x y= − . 

0x הוכיחו: yy z x z +  =. 

 

)נתון:  (4 )z f xy= . 

0x הוכיחו: yx z y z −  =. 

 

נתון:  (5
x

z f
y

 
  
 

= . 

0x הוכיחו: yx z y z +  =. 

 

)נתון:  (6 , )z f x y y x= − − . 

0x הוכיחו: yz z+ =. 

 

)נתון:  (7 , , )w f x y y z z x= − − − . 

0x הוכיחו: y zw w w+ + =. 

 

sinנתון:  (8 (sin sin )u x f y x= + − . 

cos הוכיחו: cos cos cosx yu y u x x y+ =. 

 

1
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2נתון:  (9 2( )z y f x y=  − . 

 הוכיחו:
2

1 1
x y

z
z z

x y y
+ =. 

 

נתון:  (10
y

z xy xf
x

 
 
 

= + . 

x הוכיחו: yx z y z xy z +  = +. 

 

)2נתון:  (11 , , ) ,
y z

u x y z x f
x x

 
 
 

=  . 

2x הוכיחו: y zxu yu zu u+ + =. 

 

)נתון:  (12 , ) ( ) ( )h x y f y ax g y ax= + + − . 

2הוכיחו:
xx yyh a h= . 

 

)נתון:  (13 , ) ( sin ) ( sin )x xu x y f e y g e y= − . 

 הוכיחו:

 . א
2sin

xx x
xx yy

u u
u u

y

−
+ = 

xy .ב yxu u= 

) את חשבו . ג )1,xyu אם ידוע ש ,-( ) ( )' 0 2, ' 0 1f g= = . 

 

sinנתון:  (14 , cos , ( , )y r x r u f x y = = = . 

) הוכיחו: . א ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2

1
x y ru u u u

r + = +. 

2 הוכיחו: .ב 2cos 2 cos sin sinrr xx xy yyu f f f   = + +. 

 הוכיחו: . ג
2

1 1
xx yy rr rf f u u u

rr + = + +. 

  

1
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)נתון  (15 , )z h u v=  ונתון כי ,( , ) , ( , )u f x y v g x y= מקיימות את משוואת   =

x,רימן, כלומר מקיימות  -קושי y y xu v u v= = −. 

 כי:  וחיהוכ

u, . א v  .מקיימות את משוואת לפלס 

0xx כלומר, yyu u+ 0xxוכן   = yyv v+ =. 

) .ב ) ( ) ( )
2 2

xx yy x x uu vvh h u v h h 
 
 

+ = + + 

 

)נתון:  (16 )sinh , cosh , ,y r s x r s u f x y= = = . 

)כי:   וחיהוכ ) ( ) ( ) ( )
22 22

2

1
x y r su u u u

r
− = −. 

 

)פונקציה   (17 ),f x y  תיקרא הומוגנית מסדרn אם ,( ) ( ), ,nf tx ty t f x y= . 

 הומוגנית, אז:  fכי אם  וחיהוכ

) . א ),x yx f y f n f x y +  =   

) .ב ) ( )2 2 2 1 ,xx yy xyx f y f xyf n n f x y+ + = −  

 

)נתונה הפונקציה  (18 )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yz f x y

x y




+= = 
 =

 . 

)  החלקיות של הפונקציה בנקודהאת הנגזרות חשבו  . א )0,0. 

2נתון  .ב ,x t y t= =. 

 באופן ישיר. z(0)'את חשבו 

2נתון  . ג ,x t y t= =. 

 כלל השרשרת. לפי z(0)'את חשבו 

 האם הפונקציה דיפרנציאבילית.   וקבע ,בעזרת תוצאת סעיף ג' בלבד .ד
  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )2 2 2 2

1 1
2 2 2 2uz x y u

x y x y
=   + − 

− −
 

2) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 4, 1 4, 1 1u v u v u u v

t m kz e t e z e z e− − − −=  + −  =  = −  

 −eג.      (13

)  א.    (18 ) ( )0,0 0,0 0x yf f= ב.   =
4

5
 דיפרנציאבילית. ד. לא  0ג.  

 
 GooL.co.il היכנסו לאתר שאר השאלות הן שאלות הוכחה, לפתרונות מלאים

1
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 נגזרת מכוונת וגרדיאנט

 שאלות 

2 תהי (1 2( , )f x y x y= +. 

 (3,4).ואת אורכו בנקודה   f את הגרדיאנט של חשבו  . א

 מהי משמעות התוצאה? 

 .(3,4)העובר דרך   ,f שהגרדיאנט הוא נורמל לקו הגובה שלהראו  .ב

 

)2תהי  (2 , ) 3f x y x y=. 

3קטור ובכיוון הו, (1,2)בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו  4u = +i j . 

 

)תהי  (3 , ) sin( )f x y x xy= −. 

,1  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 
2

 
 
 

, 

קטור ובכיוון הו
1 3

2 2
u = +i j. 

 

2תהי  (4 2( , ) 2 3 5f x y x xy y= − +. 

 בכיוון וקטור היחידה, ,(1,2)  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

 .x-ר העם החלק החיובי של צי 45 של זווית היוצר
 

)2תהי  (5 , )f x y xy=. 

 .(4,5) הנקודלבכיוון   (1,3)  בנקודה f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

 

2תהי  (6 2( , , )f x y z x y z=. 

 ,(2,1,4)בנקודה  ,f את הנגזרת המכוונת שלחשבו 

1 קטורובכיוון הו 2 2u =  +  + i j k. 

 

)  בנקודה V החשמליאם הפוטנציאל  (7 , )x y,  2נתון על ידי 2ln x yV +=, 

 . (2,6)  נקודהלבכיוון  (3,4) בנקודההפוטנציאל קצב השינוי של  אתמצאו  

 

)את הכיוון בו הנגזרת המכוונת של מצאו   (8 , ) (cos sin )xf x y e y y= + 

 את ערכה.חשבו ו ,היא מקסימלית (0,0) בנקודה

1
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3את הכיוון בו הנגזרת המכוונת של הפונקציה מצאו   (9 2( , , ) 2 3f x y z x y y z= −, 

,1,2) בנקודה  .את ערכהחשבו ו ,היא מקסימלית −(1

 

2אם הטמפרטורה נתונה על ידי   (10 2 2( , , ) 3 5 2f x y z x y z= −   מצאנ ניוא ,+

 בנקודה
1 1 1

, ,
3 5 2

 
 
 

 ללכת?  יבאיזה כיוון עלי ורוצה להתקרר כמה שיותר מהר, 

 

)2נתונה הפונקציה  (11 , ) 4f x y x y= . 

)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   . א )1,2, 

 .x-ה עם הכיוון החיובי של ציר 30ית של והיוצר זו בכיוון וקטור

)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   .ב )1,2, 

 .y-ה עם הכיוון החיובי של ציר 30וית של והיוצר ז בכיוון וקטור

)הצגה פרמטרית של הישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה מצאו  . ג )1,2, 

 קטור הנתון בסעיף ב'.ובכיוון הו
 

2נתונה הפונקציה  (12 4( , , )f x y z x yz=. 

,1)את הנגזרת המכוונת של הפונקציה בנקודה מצאו   2, )1−, 

 ,x-ה עם הכיוון החיובי של ציר 60היוצר זווית של  בכיוון וקטור
 .z-ה של ציר הכיוון החיובי עם 60-ו

 חדה.  y- ה ית עם צירושהזו וחיהנ
 

2נתונה הפונקציה  (13 2 3( , )f x y xy x y−=  .Q(1,1) נקודההונתונה  −

 ,Qה את הנגזרת הכיוונית של הפונקציה בנקודחשבו  . א

 .x-ה צירהכיוון החיובי של עם  60 ויתושיוצר ז בכיוון וקטור

)-כך ש ,uוקטור  מצאו  .ב )Q 0
f

u


=


. 

)- כך ש ,uהאם קיים וקטור  . ג )Q 6
f

u


=


? 

  

1
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)נתונה הפונקציה  (14 )
( ) ( )

( ) ( )

3 2

2 2
, 0,0

4,

0 , 0,0

x xy
x y

x yf x y

x y

 −


+= 
 =

 . 

)כי הפונקציה רציפה בנקודה הוכיחו  . א )0,0. 

)את הנגזרות החלקיות של הפונקציה בנקודה  חשבו  .ב )0,0. 

 .f(0,0)את חשבו  . ג

)דיפרנציאביליות הפונקציה בנקודה בדקו  .ד )0,0. 

)בנקודה   fאת הנגזרת המכוונת של הפונקציה מצאו   .ה )0,0 , 

,1) וקטורובכיוון ה 1)u = −. 

 בדרך שונה מהדרך בסעיף ד'.   ,מדוע הפונקציה אינה דיפרנציאביליתהסבירו  .ו
 

2פונקציה  ה (15 2 2( , , ) 2 4f x y z x y z= + )מתארת טמפרטורה בנקודה  ,+ , , )x y z. 

,2)מהי הטמפרטורה בנקודה  . א 4,1)? 

)אוסף הנקודות  .ב , , )x y z,  20בהן הטמפרטורה שווה, 
 מהווה משטח מפורסם. מהו? 

,2)נמלה שנמצאת בנקודה  . ג  רוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה יותר. (4,1
 על מנת שקצב שינוי הטמפרטורה יהיה מקסימלי? ,באיזה כיוון עליה לנוע

1z)מישור   1הנמלה שלנו נמצאת כעת על שולחן בגובה  .ד =) , 
,2)בנקודה   ,היא רוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה יותר , . כמו בסעיף ג(4,1

 את השולחן. לעזוב אך הפעם אסור לה
 ? באיזה כיוון עליה לנוע על מנת שקצב השינוי שלה יהיה מקסימלי

 

ה (16 2שעל המשטח  ,(2,1,14)מוחזקת בנקודה  גֻּלָּ 220 2z x y= − −. 
האת ה שחררו  תחילה לנוע על המשטח כלפי מטה.הוהיא   גֻּלָּ

 מהו המשטח הנתון? . א

)קטור ואת הומצאו   .ב , , )u a b c=, ההמתאר את כיוון הנפילה של ה  . גֻּלָּ

 

)תהי  (17 ),f f x y=  :פונקציה דיפרנציאבילית בכל המישור, המקיימת 

1. ( )
2

2 4,
2

x
f x x x=  .xלכל  +

)הנגזרת המכוונת של  .2 ),f x y בנקודה ,( , בכוון הווקטור 1,1(
4 3

,
5 5

 
 
 

, 

 .1שווה 

)בנקודה   fאת הגרדיאנט של חשבו  )1,1. 

 

  

1
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)נתונה  (18 , , )f f x y z= ימת  יהמק  ,דיפרנציאבילית( )2 2, , 2f x y x y x y+ = +. 

נתון כי  
5

(0, 2, 4)
3

f

u


= −


)כאשר   , 2,1, 2)u = −. 

,0)את חשבו  2, 4)f. 

 

נתונה הפונקציה  (19
1 2

3 3( , ) 12f x y x y= . 

(8,1) אתחשבו  . א
f

u




,3)וקטור ובכיוון ה , 4)u =. 

)האם הפונקציה דיפרנציאבילית בנקודה בדקו  .ב )0,0  . 

(0,0)חשבו   . ג
f

v




 ית והיוצר זו, vבכיוון וקטור , 

 .x-ה עם הכיוון החיובי של ציר

(0,0)הנגזרת המכוונת  ,באיזה כיוון  .ד
f

v




 תהיה מקסימלית?  

 מהו הערך המקסימלי של הנגזרת? 

 

)נתונה הפונקציה  (20 )
2

2

1
sin 20 21 0

,

21 0

x x y x
f x y x

y x


+ + 

= 
 =

 . 

(0,0)מתקיים  mעבור אלו ערכים של   . א
ˆ

f
m

u





 ?û יחידהלכל וקטור  ,

(0,0)המקיים   ,ûוקטור יחידה  מצאו  .ב 0
ˆ

f

u


=


. 

 
 

 הערות סימון 

(1,0) :2 במישור (1 , (0,1)= =i j ,ולכן ניתן לסמן וקטור במישור בשתי דרכים : 

( , )u x y= או  u x y= +i j. 

(3,4) :למשל  3 4u u=  = +i j. 

(1,0,0): 3  במרחב , (0,1,0) , (0,0,1)= = =i j k, 

)  ולכן ניתן לסמן וקטור במרחב בשתי דרכים: , , )v x y z= ,או  v x y z= + +i j k. 

(3,4,5) :למשל  3 4 5u u=  =  +  + i j k. 

 . uאו   uגם  u יש המסמנים וקטור (2

 
 .ûוקטור יחידה יסומן  (3
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 תשובות סופיות 

)א. הגרדיאנט  (1  . 10ב. אורך הגרדיאנט  .6,8(

2) 
48

5
 3) 

1

2
 4) 7.5 2 

5) 3 13 6) 
88

3
 7) 

1
5

5
 

)וקטור והנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוון ה (8  .2- ושווה ל 1,1(

 . 22-ושווה ל (12-,12,14)קטור והנגזרת המכוונת מקסימלית בכיוון הו (9

)וקטורובכיוון ה (10 )2, 2, 2− −. 

8א.  (11 3 8ב.    +2 2 )ג.   +3 )
1 3

: 1,2,4 , ,8 2 3
2 2

t
 

+ +  
 

 

12) 
1

2
2
− 

א.  (13
1 5

3
2 2

− )  ב.  + )5,1u  ג. לא.   .)יש עוד( =

,1  ב.  א. הוכחה. (14 0x yf f= )ג.   = )(0,0) 1,0f = 

 0 ה.   נציאבילית. ד. לא דיפר

) קטורו בכיוון הוג.   אליפסואיד.ב.   מעלות.  73א.  (15 )8,32, 2 . 

)קטור וד. בכיוון הו  )8,32 . 

,4,4)ב.    א. פרבולואיד. (16 32)u = − 

17) ( )
1

1,1
3

f
− 

 =  
 

 

18) (0, 2, 4) (2, 3,1)f = − 

א.  (19
67

5
)ג.  דיפרנציאבילית. לא  ב.   )

1
3 312 cos cos − 

54.73  ד. =, ( )
1

3(0,0) 12 2 / 27
f

Max
v


=


 

29mא.  (20    .ב( )ˆ 21/ 29, 20, 29u =  )יש אחרים(. −

1
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 הפן הטכני  –פונקציות סתומות 

 שאלות 

2כאשר   ,y'את  מצאו   (1 5 1x y xy+ = +, 

 .y(0)'את חשבו ו

 

2כאשר   ,y(1)'את  מצאו   (2 2 5 4x ye x y x+ = −. 

 

)''את  מצאו   (3 ) , '( )y e y e  , 2כאשרln ln 1x y+ =. 

 

נתון  (4
2 22 ( )sin 0x yz e x y z+− + + = ( )( , ) 0z z x y= . 

,(0,0)את חשבו  (0,0)
z z

x y

 

 
. 

 

נתון  (5
2 22 4( )sinx yz e x y z e+− + + = − ( )( , ) 0y y x z= . 

,(0,0) אתחשבו  (0,0)x zy y. 

 

נתונה המשוואה  (6
1 1

x y x y f
x z

 
− =   − 

 
. 

2כי  הוכיחו  2 2

x yx z y z z +  =. 

 

3נתון  (7 2 0z xz y− + = ( )( , ) 0z z x y= . 

 .xxz(1,1)מצאו  

 

3 נתונה משוואה (8 3 4z xyz− ,2,1) ונקודה =  : ו אתמצא .−(2

 xxz(2,1) . א

 xyz(2,1) .ב

 yyz(2,1) . ג
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נתונה מערכת משוואות:  (9
2

2

3

2 2

u v x y

u v x y





− = +

− = −
. 

,את חשבו  . א , ,x x y yu v u v. 

xyכי   והרא .ב yxu u=. 

 
 אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. הערה: בסעיף ב' *
 

2 נתונה מערכת משוואות: (10 2

3 3

x u v

y u v

w u v

= +


= +


= +

. 

x,את חשבו  . א yw w. 

x,חשבו   .ב wy y . 

 

נתונה מערכת משוואות:  (11
4

4

xyz

x y z

=


+ + =
. 

)''כי  הוכיחו  ) ''( ) 0z x y x+ =. 
 

נתונה המערכת:  (12
cos sin ln ( )

sin cos '( )

x u y u z f u

x u y u f u

+ + =

− + =

. 

 כי: הוכיחו 

) . א ) ( )
22 2

x yz z z+ = 

xy .ב yxz z= 
 

 הערה: בסעיף ב' אין להסתמך על משפט הנגזרות המעורבות. *
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 תשובות סופיות 

1) 
1

'(0)
5

y = 

2) '(1) 5y = 

3) 
2 3

2 6
'( ) , ''( )y e y e

e e
= − = 

4) 
sin1

(0,0) (0,0)
2

x yz z= = − 

5) 
4

1
(0,0) 0, (0,0)

2
x zy y

e
= = 

 הוכחה.שאלת  (6

7) (1,1) 16xz = − 

8) (2,1) (2,1) 1, (2,1) 4xx xy yyz z z= = = 

  א. (9
12 1 4 2 3 2 4 1 1

, , ,
8 1 8 1 8 1 8 1 8

x y x y

v v u u
u u v v uv

uv uv uv uv

− + − +  
= = = =  

− − − −  
 

 הוכחה. שאלת ב.

)א.  (10 )
3

3 , ( )
2

w w
uv v u u v

x y

 
= − = + 

 
 

)ב.   )
2 2

,
3( )

y uv y
u v

x v u w v u

 
= − =  

 +  +
 

 הוכחה.שאלת  (11

 הוכחה.שאלת  (12

1
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 תאורטיהפן ה – פונקציות סתומות 

 שאלות 

5נתונה המשוואה  (1 3 2 1y y y x+ + = −. 

 שבה המשוואה מגדירה  ,(2,1) הנקודהשקיימת סביבה של הוכיחו  . א

)  פונקציה )y f x=. 

 .f(2)'את חשבו  .ב

) האם מתקיימים תנאי מ.פ.ס בנקודהבדקו  . ג 2,1)−. 

) שהמשוואה מגדירה פונקציההוכיחו  .ד )y f x= לכל  x .ממשי 

 

2נתונה המשוואה  (2 17yx y e+ + =. 

 שבה המשוואה מגדירה  ,(4,0) הנקודהשקיימת סביבה של הוכיחו  . א

)  פונקציה )y y x=. 

האם העקום המתאר את המשוואה עולה או יורד בנקודה בה  בדקו  .ב
4x =. 

 מתקיים עבור כל נקודה שמקיימת את המשוואה.  מ.פ.ס-שהוכיחו  . ג

)שהמשוואה מגדירה פונקציה הוכיחו  .ד )y f x=   לכלx .ממשי 

 סעיף ד'.ותוצאות סעיף ג' תוצאות  בין  השוו .ה

 

3 נתונה המשוואה (3 3 2 23 6 3 12 7 0y x y x y x− − + + − + =. 

) הסתומה בנקודה האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציהבדקו  . א )2,1. 

 בסביבת הנקודה? xכפונקציה של  y  האם המשוואה מגדירה את .ב

 בסעיף א'? הסעיף ב' עומדת בסתירה לתשובל התשובההאם  . ג

 

) פונקציה ורילגבי כל אחת מהמשוואות הבאות הגד (4 , )F x y ,מתאימה 

0 האם קיימת נקודהבדקו ו 0( , )x y , .כך שמתקיימים תנאי מ.פ.ס 

 . בכל מקרה מה ניתן להסיק מהמשפטבדקו 

2 . א 2 4 0x y+ + = 

40 .ב 100xy x− = 

2 . ג 2 3x y− = 
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3נתונה המשוואה  (5 32 6 0x y xy+ − =. 

 את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצאו   . א

 עבור נקודות אלה.  y' אתחשבו  .ב

 לומר בשלב זה על הנקודות בהן לא מתקיים מ.פ.ס?  ומה תוכל . ג

 ,על סמך השרטוט , ווקבע ,בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה והשתמש .ד
בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סביבה המכילה את  האם בנקודות 

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה

 

) נתונה המשוואה הבאה:  (6 ) 3 3. 0 3 0a x y axy + − = 

 את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצאו   . א

 עבור נקודות אלה.  y'' אתחשבו  .ב

 

2נתונה המשוואה  (7 2 2x y R+ =. 

 את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצאו   . א

 האם וקבע  בנקודות בהן לא מתקיים משפט הפונקציות הסתומות, .ב
)פונקציה   קיימת סביבה של הנקודה בה המשואה מתארת )y f x=. 

 זאת בשתי דרכים:ו עש

 על ידי תיאור גרפי של העקום.  .1

 על ידי חישוב. .2

 

4נתונה המשוואה  (8 4 0ax y xy+ −  קבוע ממשי. aכאשר , =

)ידוע שהנקודה   )0 , 0.5x   מקיימת את המשוואה, אך לא מקיימת את תנאי

 הפונקציה הסתומה. משפט 

 .a  ואת הקבוע 0xאת  מצאו   . א

האם קיימות נקודות נוספות, שמקיימות את המשוואה הנתונה אך לא  .ב
 אותן. מצאו מקיימות את מ.פ.ס? אם כן, 

 ,על סמך השרטוט  ,ווקבע ,בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה והשתמש . ג
  האם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סביבה המכילה את

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה
שעבור הנקודה החיובית שלא  , ללא שימוש בתוכנה גרפית,וחיהוכ .ד

 y, לא קיימת סביבה שבה המשוואה מגדירה את קיימת את מ.פ.סמ

 .xפונקציה של כ
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ln נתונה המשוואה (9 ln 1xy y x= − +. 

 את כל הנקודות עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה. מצאו   . א

 אלה. עבור נקודות   y' אתחשבו  .ב

 לומר בשלב זה על הנקודות בהן לא מתקיים מ.פ.ס?  ומה תוכל . ג

 ,על סמך השרטוט  ,ווקבע ,בתוכנה גרפית לשרטוט המשוואה והשתמש .ד
האם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים, קיימת סביבה המכילה את  

 .x הוא פונקציה של y הנקודה ובה

 ,האם בנקודות בהן מ.פ.ס לא מתקיים ומוש בתוכנה גרפית, קבעללא שי .ה
 המכילה את הנקודה ובה המשוואה מתארת פונקציה.  קיימת סביבה

 

)נתונה המשוואה  (10 2) ln ln 1e x y y− + = −. 

) האם מ.פ.ס מתקיים עבור הנקודהבדקו  . א , )e e. 

x  כמה נקודות על העקום הנתון מקיימות .ב e=? 

 בסעיף א'? תשובהלבסעיף ב' עומדת בסתירה  התשובההאם  . ג

 את כל הנקודות המקיימות את מ.פ.ס. מצאו   .ד

 את הנגזרת בנקודות הנ"ל. חשבו  .ה

האם בנקודות בהן לא מתקיים  ,בתוכנה גרפית על מנת לקבוע והשתמש .ו
)ניתן למצוא סביבה שבה המשוואה מגדירה פונקציה  ,המשפט )y f x=. 

 הוכחה ללא איור. ונעל סעיף ו', רק הפעם ת ורחז .ז

 

3נתונה המשואה  (11 6 sin 8y x y+ = ,0)ונתונה נקודה , − 2)−. 

)שהמשוואה מגדירה פונקציה הוכיחו  . א )y y x= .בסביבת הנקודה 

)את  ופתח .ב )y x  2מסדר  לטור מקלורן. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (12

) את משפט הפונקציות הסתומות עבור ונסח . א )x g y=. 

)נתונה המשוואה  .ב )2 2lnx x y= +. 

)כי קיימת סביבה של הנקודה הוכיחו  המשוואה מגדירה את  , שבה0,1(

x של  כפונקציהy ,( )x g y=. 

 .g(1)'את חשבו  . ג
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lnנתונה המשוואה  (13 ln 1xy y x= − +. 

 xאת  שבה המשוואה מגדירה  ,(1,1) כי קיימת סביבה של הנקודה והרא . א

., yכפונקציה של  ( )x g y= 

)היא נקודת מקסימום מקומי של    (1,1)שהנקודה הוכיחו  .ב )g y. 

 

2 האם המשוואהב, - בסעיפים א  (14 23 4 7x y yz xz− − = : 

)מגדירה פונקציה סתומה  . א , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )1,1, 2−? 

)מגדירה פונקציה סתומה  .ב , )y y x z= בסביבת הנקודה ( )1,1, 2−? 

)שהפונקציה הוכיחו  . ג , )y y x z= דיפרנציאבילית בנקודה  ( )1, 2−. 

 

3 נתונה המשוואה (15 3 3 2 2 23 3 3 3 1x y z x y xy z z− − − + + = −. 
 האם המשוואה:  ,על סמך מ.פ.סב, - בסעיפים א 

)מגדירה פונקציה סתומה  . א , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )1, 2,0? 

)מגדירה פונקציה סתומה  .ב , )z z x y= בסביבת הנקודה ( )4, 4,1? 

 שהמשוואה מגדירה פונקציה סתומה , ללא שימוש במ.פ.ס, וחיהוכ . ג

( , )z z x y=,  בסביבת הנקודה( )4, 4,1. 

 

)sin המשוואהנתונה  (16 ) sin( ) 1x y y z+ + + =. 

)נקודה שבסביבה שלה המשוואה מגדירה פונקציה מצאו  , )y y x z=, 
 את הנגזרות החלקיות של הפונקציה המתאימה. מצאו ו

 

 נתונה מערכת המשוואות:  (17

                                                          2 2 3 31) , 2) , 3)x u v y u v w u v= + = + = + 

)  האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבורבדקו  . א , )w w x y= ,

)בנקודה  , , , , ) (1,1,0,1,1)x y u v w =. 

x,בנקודה את חשבו במידה שכן,  yw w. 

)עבור הנקודה  ,על סעיף א' ורחז .ב , , , , ) (2,2,1,1,2)x y u v w =. 

)האם קיימת סביבה של הנקודה  . ג , , , , ) (2,2,1,1,2)x y u v w שבה מערכת  ,=

)המשוואות מגדירה פונקציה  , )w w x y=? 

x,בנקודה את חשבו במידה שכן,  yw w. 

עבורן מתקיים משפט הפונקציה הסתומה  ,את כל הנקודות במישורמצאו   .ד
)ר  עבו , )w w x y=. 
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 ות: נתונה מערכת המשווא (18
                    1) cos cos , 2) sin cos , 3) sin ( , , 0)x a y b z c a b c    = = =  

)  האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבורבדקו  . א , )x y = ,

בנקודה 
0P,   0המתאימה לערכים 0

6


 = =. 

x,בנקודה את חשבו  ,במידה שכן y . 

 על ידי חישוב ישיר. את התשובהבדקו 

)  האם מתקיימים תנאי משפט הפונקציה הסתומה עבורבדקו  .ב , )z z x= ,

0המתאימה לערכים   ,0Pבנקודה  0
6


 = =. 

,בנקודה את חשבו  ,במידה שכן xz z. 
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 תשובות סופיות 

ב.   א. הוכחה. (1
4

9
 ד. הוכחה.   ג. כן.   

 ג. הוכחה.  ב. העקום יורד. א. הוכחה. (2
 ה. תוצאת סעיף ד' טובה יותר. ד. הוכחה. 

 ג. לא.   ב. כן.    א. לא מתקיימים.  (3

 את תנאי מ.פ.ס.  למשל, מקיימת (1,140)הנקודה  ב.  קיימת. א. לא  (4

 את תנאי מ.פ.ס.  למשל, מקיימת (2,1)הנקודה ג. 

)כל נקודה א.  (5 , )x y מהנקודות  שונהואשר המשוואה,  שעל( )(0,0), 2, 2 . 

ב.  
2

2

2 2
'

2

x y
y

y x

−
= −

−
 ד. לא. ג. כלום!  

)מהנקודות  שונהאשר על העקום הנתון כל נקודה א.  (6 )3 3(0,0), 4 , 2a a. 

ב.  
( )

2 2
2 2

2 2

2
2

2 ( ) 2 ( )

''

x ay x ay
x a y ax y a x ay

y ax y ax
y

y ax

      − −
− − − − − − −      

− −      = −
−

 

) כל הנקודות על המעגל אשר שונות מהנקודות .א (7 ,0), ( ,0)R R−. 
 לא קיימת סביבה כנדרש.ב. 

0א.  (8

1
, 3

2
x a= ,(0,0)כן,  ב.   = ( 0.5, 0.5)− −. 

 הוכחה.שאלת ד.   ג. לא. 

)כל נקודה א.  (9 , )x y שעל ln ln 1xy y x= −  .(1,1) המהנקוד שונהואשר , +

ב.  
1

1
' x

y

y
y

x

+
= −

−
 קיימת. ד+ה. לא   ג. כלום!  

 ג. לא.   ב. שתי נקודות.   א. כן.  (10

)כל נקודה על העקום אשר שונה מהנקודה  ד.  )1,1. 

)ה.  )
(2 )

0, 0, ( , ) (1,1) '( )
(1 )

e y
x y x y y x

x y

−
   =

−
 

 הוכחה.שאלת ז.  ו. לא ניתן. 

2ב.   הוכחה.שאלת א.  (11

2

1 1
( ) 2 sin 2 sin 2(sin 2 2cos 2)

2 8
p x x x= − +  + − 

(1)'ג.   הוכחה.שאלת ב.   א. ראה סרטון.  (12 2g = − 

 הוכחה.שאלת ב.   א. הוכחה. (13

 הוכחה.שאלת ג.   ב. כן.    א. לא.  (14

 הוכחה.שאלת ג.  ב. לא ניתן לדעת.   א. כן. (15

0,0,0.5)הנקודה היא  (16 )  :0,0,0.5)והנגזרות הן ) 1 , (0,0,0.5 ) 0x zy y = − = 

1
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(1,1)א.  (17 0
w

x


=


 ,

3
(1,1)

2

w

y


=


 ב. לא מתקיימים.   

(2,2)ג.  3 , (2,2) 3x yw w= − 2ד.    = 21
( , ) |

2
D x y R y x

 
=   
 

 

א.  (18
1

y b


=


 ,

3

b

ax


= −


ב.    

3

2

z
c




= −


 ,

2

a

z c

x


= −
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 50 - נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים והדיפרנציאל השלם

תוכן העניינים

1. נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים י 336
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 נוסחת טיילור לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

)  לטור טיילור עד סדר שני סביב הנקודה  1-4בשאלות את הפונקציות  ופתח  ),a b : 

1) ( ) 2, (1,2) ( , ) 3 2a b f x y x y y= = + − 

 

2) ( ), (0,0) ( , ) (1 )ln(1 )a b f x y y x y= = + + − 

 

3) ( )
2 24, (0,0) ( , ) y x ya b f x y e − −= = 

 

4) ( )
2

3
2

, (2,1) ( , )
x y

a b f x y
x y

−
= =

+
 

 

 .ln(1.5)בקירוב את  וחשב, 2 שאלהבעזרת התוצאה של  (5

 

 .3e בקירוב את וחשב, 3 שאלהבעזרת התוצאה של  (6

 

3 בקירוב את וחשב, 4 שאלהבעזרת התוצאה של  (7 2. 
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 תשובות סופיות 

1) 2( , ) 6 4( 1) 4( 2) 2( 1) 2( 1)( 2)f x y x y x x y= + − + − + − + − − 

2) 
2 21 3

( , ) 2
2 2

f x y x y x xy y= − − + − 

3) 2 2( , ) 1 4 7f x y y x y= + − + 

4) 
21 1 7 1

( , ) 1 ( 2) ( 1) ( 2) ( 2)( 1)
3 3 81 9

f x y x y x x y= + − − − − − + − − 

5) 
3

8
 

6) 19 

7) 
101

81
 

1

פרק 50נוסחת טיילור לפונקציה של שני מ...

337

337



קורס השלמה במתמטיקה
פרק 51 - קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים

תוכן העניינים

1. קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים י 338
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 קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 , 8-1בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

 :מינימום או אוכף , אותן למקסימום ונקודות קריטיות וסווג ומצא

1) 3 2( , ) 8 12 3 18f x y x xy y x= + + − 

 

2) 3 3( , ) 3 12 20f x y x y x y= + − − + 

 

3) 3 3( , ) 3 4f x y x y xy= + − + 

 

4) 3 2 4( , ) 3 2f x y x x y y= − − + 

 

5) 
2 24( , ) y x yf x y e − −= 

 

6) 2( , ) 6f x y y x y x y= − − + 

 

7) 
2 2 8

( , )
x y x y

f x y
xy

− +
= 

 

8) ( , ) cosxf x y e y= 

 

3נתון משטח   (9 3 3 4z x y xy+= − +. 

 .האופקיים למשטחהמשיקים ת המישורים ואת משווא  ומצא

 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (10
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2למישור   (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא (11 2 0x y z− − + = ,

 וכן את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ"ל. 
  

1
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 מחשבונים, בארץ ובסין.יצרן מוכר   (12
 .8$ ועלות ייצור מחשבון בסין היא 6$עלות הייצור של מחשבון בארץ היא 

ומד את הביקוש אמנהל השיווק 
1Q ואת הביקוש  ,למחשבון בארץ

2Q 

: על ידי ,למחשבון בסין
1 1 2 2 1 2116 30 20 , 144 16 24Q P P Q P P= − + = + −. 

כיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבונים, 
1P ו-  

2Pעל מנת למקסם ,  

 מהו רווח זה?  הרווח? את

 

)נתונה הפונקציה  (13 ) 2 2,f x y x y axy= + + . 

)שהנקודה  וחיהוכ . א  קריטית. ודה היא נק 0,0(

 aעבור אילו ערכים של   ובעזרת מבחן הנגזרת השנייה, קבע .ב
 הנקודה מסעיף א' היא מקסימום, מינימום, אוכף, או שלא ניתן לדעת. 

 

bשני מספרים,  ומצא (14 aכך ש ,-( )
1

2 524 2

b

a

x x dx− −  .יהיה מקסימלי 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )אוכף;    −0.5,1( )1.5,  מינימום.  −3

2) ( )1, )מינימום ;  2  )1, 2− )מקסימום ;   − )1,  2−   ,( )1,  אוכף. −2

3) ( )אוכף; 0,0(  מינימום.  1,1(

4) ( ) ( )1,  1 1,  1− − )מינימום ;  − )1, )מקסימום ;   0  ) ( ) ( )1,  0 , 1,1 , 1,  1−  אוכף.  −

5) ( )0,  מקסימום.  2 

6) ( )4,  מקסימום.  4 

7) ( )  0.5,  מקסימום.  −4 

 אין נקודות קריטיות.  (8

9) 4, 3z z= = 

 . ס"מ  2ס"מ , גובה  4אורך ,  ס"מ  4רוחב  (10

)יחידות אורך. נקודה קרובה ביותר  1מרחק מינימלי הוא  (11 )1/ 3, 4 / 3,10 / 3. 

12) 1 210$, 12$P P=  . 288$רווח מקסימלי   =

,2עבור  ב.  א. שאלת הוכחה. (13 2a a= = ,2, לא ניתן לדעת; − 2a a  −  

2אוכף;  2a−    .מינימום 

14) 6, 4a b= − = 

1
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 52 - קיצון של פונקציה רבת משתנים (רמה מתקדמת) - הריבועים

הפחותים

תוכן העניינים

1. קיצון של פונקציה רבת משתנים י 340
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 ריבועים פחותים  – קיצון של פונקציה רבת משתנים )מתקדם( 

 שאלות 

 : 1-5בשאלות את נקודות הקיצון של הפונקציות   ומצא

1) 2 2( , ) 1 2f x y xy x y= + − − 

 

2) 2 2( , ) 4f x y x y= − + 

 

3) 3( ( , )) 2 2 0z f x y z z xy x y= + + − − + = 

 

4) 3 3 2 2( , ) 3 6 3 12 8f x y x y x y x y= − − + + − + 

 

5) 
2 2 2

( , , 0) ( , , )
4

y z
x y z f x y z x

x y z
 = + + + 

 

 

2מרחק מינימלי בין הפרבולה    ומצא (6 1y x= 2לפרבולה  ,+ 2y x x= − +. 
 כגון שיטת ניוטון רפסון.   ,* לפתרון תרגיל זה נדרש ידע בפתרון נומרי )מקורב( של משוואה

 

 

1  ,נקודות n  נתונות 7-11שאלות ב 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x yקו   , ויש למצוא 

)עקום מהצורה   )y h x=,  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין העקום

 .והנקודות יהיה מינימלי

7) ( )h x ax b= ,2)ודות עבור הנק הדגימו, + 2.5), (1,0.8), (3,3.2), (4,3.5). 

 

8) 2( )h x ax bx= )ודות עבור הנק הדגימו, + 1, 2), (2,0), (0, 2)− −. 

 

9) ( )
b

h x ax
x

= ,10)ודות עבור הנק הדגימו, + 20.2), (6,12.9), (4,8.5), (0.5, 4). 

 

10) 2
2

( )
b

h x ax
x

= ,(4,33)ודות עבור הנק הדגימו, + (2,8.5), (0.5, 2.3), (1, 4.5), (0.1,90). 
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11) 2( )h x ax bx c= + ,1)עבור   הדגימו, + 4.5), (0.5, 2.3), (0,0.8), ( 1,0.1), ( 0.5,0.12)− −. 

 

1 נקודות: nת  נתונו (12 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x y. 

yישר  ומצא ax b=  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין הישר ,+

 והנקודות יהיה מינימלי.
 .b-ו aלהגיע לנוסחה מפורשת עבור  יש
 

,0  המתקבלים מפתרון המשוואות ,b- ו a-ניתן להניח ש 12-ו 11הערה: בשאלות   0a bf f= =, 

)המרחקים האנכיים  נותנים את המינימום המוחלט של פונקציית ריבועי  )
2

1

( , ) ( )
n

i i

i

f a b h x y
=

= − . 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ),t t  לכלt ממשי, מקסימום . 

2) (  מקסימום.  0,0(

)אין קיצון.   (3  אוכף.  1,2(

)אין קיצון.   (4  אוכף.  1,2(

5) (  מינימום.  0.5,1,1(

6) 0.375 

7) 0.88 0.3y x= + 

8) 22 4

3 3
y x x= − 

9) 
1.5039

2.032y x
x

= + 

10) 2

2

0.9
2.06y x

x
= + 

11) 21.48 2.196 0.824y x x= + + 

12) 

2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

2 2

1 1 1 1

,

n n n n n n n

i i i i i i i i i

i i i i i i i

n n n n

i i i i

i i i i

n y x y x y x y x x

a b

n x x n x x

= = = = = = =

= = = =

− −

= =

− −
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קורס השלמה במתמטיקה
פרק 53 - קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ (כופלי לגראנז')

תוכן העניינים

1. קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ י 342
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 ( אנז'קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ )כופלי לגר

 שאלות 

 בכפוף לאילוץ הנתון: ,את המקסימום והמינימום של הפונקציות ואמצ 4-1בשאלות 
1) 2 2 2 2( , ) ; 2 3 1 2f x y x y x xy y= + + = − 

 

2) 2 2 2 2( , ) ; 1f x y x y x y= − + = 

 

3) 2 2( , ) 4 6 ; 13f x y x y x y= + + = 

 

4) 2 2 2( , ) ; 2 6f x y x y x y= + = 

 

נתונה בעיית הקיצון  (5 max . . 3 12xy s t x y+ ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 פתרון גרפי לבעיה.הביאו  .ב

 

נתונה בעיית הקיצון  (6 max 2 . . 9x y s t x y+ + ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 גרפי לבעיה.פתרון הביאו  .ב

 

3מבין כל הנקודות הנמצאות על הישר   (7 12x y+ =, 
 שיעוריה מקסימלי.  את זו שמכפלתמצאו  

 

2מבין כל הנקודות שעל העקומה  (8 22 3 1 2x xy y+ =  את הנקודותמצאו  ,−

 מראשית ואת הנקודות שמרחקן ,שמרחקן מראשית הצירים הוא מינימלי
 מקסימלי.הצירים הוא 

 

3את המרחק הקצר ביותר מהישר  מצאו   (9 6 4 0x y− + =, 

2 לפרבולה 22 4 0x xy y y+ + + =. 

0רמז: מרחק הנקודה  0( , )x y   0מהישרax by c+ + 0הוא  ,= 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
. 
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 ק"ג עגבניות. y-ק"ג מלפפונים ו xה קונה בשוק 'מוישל (10

) ,התועלת מצריכת הסל ),x y , נתונה על ידי( ), ln lnu x y x y= +. 

 ש"ח. 2מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 , ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת ה'מוישל

 מינימאלית.  והוא מעוניין להשיג זאת בעלות
 .ה'מוישלאת בעיית  פתרו ונסחו 

 

 ק"ג עגבניות.  y-ק"ג מלפפונים ו xדני קונה בשוק  (11

) התועלת מצריכת הסל ),x y  נתונה על ידי( ),u x y xy=. 

 ש"ח. 3מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 ש"ח. 12תקציב של  לדני

 .דניאת בעיית פתרו ונסחו 

 

) ,עקומת התמורה בין מנגו (12 )x, ואננס,  ( )y,  2היא 2 13x y+ =. 

)  לדני תועלת , ) 4 6f x y x y= +. 

)מנגו( =  דני מחפש את הסל )אננס, ),x y ,על עקומת התמורה , 

 המביא למקסימום את התועלת שלו מצריכת מנגו ואננס. 
 את הבעיה. פתרו ונסחו 

 

Qליצרן פונקציית ייצור  (13 k L= +. 

,2 הם L-ו K המחירים ליחידת 1K LP P= =. 

)  והוא מחפש את הצירוף 100ברמת תפוקה מצאו היצרן נ )* *,K L, 

 המביא למינימום את העלות. 
 פתור(. ל לאאת בעיית היצרן )נסחו 

 

1נתונה בעיית קיצון תחת אילוץ   (14 2max{ ( , )} . .u x y s t p x p y I+ =. 

)תהי  )* *,x y .ניתן להניח מצב קלאסי של השקה.  נקודת הפתרון של הבעיה 

xמקיים  נז'  אהוכיחו כי כופל לגר yx u y u

I


 + 
 בנקודת הפתרון של הבעיה. =

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

2) ( ) ( )0, 1min max 1,0  

3) ( ) ( )2,3max min 2, 3− − 

4) ( ) ( )2,1max min 2, 1  − 

5) ( )6, 2max 

6) ( )9,36max 

7) ( )6, 2 

8) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

9) 7 / 45 

10) ( )min ,32 8 

11) ( )6, 2max 

12) ( )2,3max 

13)  min 2 ; 100K L K L+ + = 

 שאלת הוכחה. (14

1
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 קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

 שאלות 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (1
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2על פני הכדור   ומצא (2 2 2 36x y z+ +  נקודהאת הנקודות הקרובות ביותר ל =

 .(1,2,2) ביותר מהנקודה ואת הנקודות הרחוקות (1,2,2)

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

 למישור (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא . א

2 2 0x y z− − + =. 

2על המישור   ודהנק ומצא .ב 2 0x y z− − + שהיא הקרובה ביותר   ,=

 .(1,2,3) ודהלנק

חישוב המרחק בעזרת הנוסחה למרחק בין  על ידיבדקו את התשובה  . ג
 למישור. נקודה

 

2את הנקודות על המשטח    ומצא (4 1z xy=  הקרובות ביותר לראשית. +

 

  והקטן ביותר מהאליפסואידאת המרחק הגדול ביותר   ומצא (5
2

2 2 1
96

x
y z+ + = 

3למישור  4 12 288x y z+ + 0רמז: מרחק הנקודה  .= 0 0( , , )x y z מהמישור 

0ax by cz d+ + + 0הוא ,  = 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +

. 

 

מרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך הגליל   ומצא (6
2 2 1x y+ zוהמישור  = x y=  .לבין ראשית הצירים +

 

האליפסואידמרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך   ומצא (7
2 2 2

1
4 5 25

x y z
+ + z   והמישור = x y=  .לבין ראשית הצירים ,+

 
 הערה חשובה 

פיסיקליים   בפתרון מרבית התרגילים בפרק זה, אנו מסיקים שנקודה קריטית היא נקודת קיצון משיקולים
ישנן דרכים מתמטיות מתקדמות להוכיח פורמלית, אך   היות ומדובר בבעיות מעשיות.  ,או גיאומטריים 
 הלימוד, הסתפקנו בכך. ללמד אותן ברוב מוסדותמאחר ולא נהוג  

1
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 תשובות סופיות 

 . ס"מ 2ס"מ, גובה  4ס"מ, אורך  4רוחב  (1

,2)הנקודה הקרובה ביותר היא הנקודה (2 4, 4), 

)הנקודה הרחוקה ביותר היא הנקודה ו 2, 4, 4)− − −. 

 יחידות אורך. 1מרחק מינימלי הוא א.  (3
101 קרובה ביותרהנקודה  ב. ה 4

3 3 3( , , ). 

4) (0,0,1) , (0,0, 1)− 

256  קצר ביותרהמרחק ה (5
320ארוך ביותר  המרחק ה. 13

13. 

 .3. מרחק מקסימלי 1מרחק מינימלי  (6

75 מרחק מינימלי (7
 .10. מרחק מקסימלי 17

1
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 בקבוצה סגורה וחסומה   – קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים

 שאלות 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (1

( , ) 3 6 3 7f x y xy x y= − −  הוא התחום הסגור, R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(3,0),(0,5)משולש שקודקודיו הם   בצורת

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (2

2 2( , ) 3 2 6f x y x y x y= − − הוא התחום הסגור,   R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(0,2),(2,2),(2,0)בצורת ריבוע שקודקודיו הם  

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (3

2 2( , ) 2f x y x y x= + 2הוא העיגול   R , כאשרR בתחום − 2 4x y+ . 

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (4

2 2( , )f x y x y xy x y= + − +  וא התחום הסגורה R , כאשרR בתחום +

 ( , ) | 3 , 0, 0R x y x y x y= +  −  . 

 

את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של  וחשב (5
2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + −  הוא התחום הסגור R , כאשרR בתחום +

 2 2( , ) | 1, 3R x y x y x y= +   −. 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 . -11. מינימום מוחלט 7מקסימום מוחלט  (1

 . -1. מינימום מוחלט 3מקסימום מוחלט  (2

33  מקסימום מוחלט (3
1. מינימום מוחלט 4

4−. 

 . -1. מינימום מוחלט 6מקסימום מוחלט  (4

101   מקסימום מוחלט (5 101. מינימום מוחלט +6 6−. 

1
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 טור פורייה ממשי:

 שאלות:

)חשבו טור פורייה ממשי לפונקציה   (1 )f x x=   בקטע , −. 

 

)מצאו טור פורייה של   (2 )f x  בקטע   , −   כאשר( )
1          0

0      0

x
f x

x





 
= 

−  
 . 

 

)מצאו טור פורייה של   (3 )f x  בקטע   , −   כאשר( ) ( )sinf x x=.  

  

)מצאו טור פורייה של   (4 )f x  בקטע   , −   כאשר( )
1          1

0            

x
f x

else

 
= 


 . 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

1) ( ) ( )
20

1

2
1 sin

n

n

nx
n=

− − 

2)  ( )
( )

( )( )
1

1 2
sin 2 1

2 2 1k

f x k x
k



=

+ −
−

  

3) ( )
( )

( )2
1

2 4 1
sin cos 2

1 2k

x kx
k 



=

+
−

  

4) ( )
( )

( )
1

sin1 2
cos

n

n
f x nx

n 



=

+  

 

1
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 טור פורייה מרוכב: 

 שאלות:

)חשבו טור פורייה מרוכב לפונקציה   (1 )f x x=   בקטע , −. 

 

)מצאו טור פורייה של   (2 )f x   בקטע , −   כאשר( )
      0

0            0

x x
f x

x





− −  
= 

 
.  

 

)מצאו טור פורייה של   (3 )f x   בקטע , −   כאשר( )
        0

2          0

x x
f x

x x





−  
= 

 
. 

  

)מצאו טור פורייה של   (4 )f x   בקטע , −   כאשר( )
1         0

2         0

x
f x

x





−  
= 

−  
.  

 

)מצאו טור פורייה מרוכב של   (5 )f x   בקטע , −   כאשר( )
( )

0            0

sin        0

x
f x

x x





−  
= 

 
.  

 

 
 
 
 

   תשובות סופיות:

1) 
( )1

n
n

inx

n

x i e
n

=

=−

−
 

2) ( )
( ) ( )

2

0

1 1 11

4 2

n n

inx

n

f x e
in n








−


 − − − 
+ − − + 

  
  

3) ( )
( )

( )2 2

0

11 1
3 1

4 2

n

n inx

n

f x e
n n in

 





−


 −
+ − + − − 

  
   

4)  ( )
( )

( )2 11 3

2 2 1

k
i k x

k

f x e
i k

=
−

=−

− −
−

    

5) ( )
( )

 2

2

1 1 1 1

4 4 1 2

i k xix ix

k

f x e e e
i i k


−

=−

− +
−
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 משפט פרסבל:

 שאלות:

)באמצעות טור הפורייה   (1 ) ( )
1

2
1 sin

n

n

x nx
n



=

− −  חשבו את הסכום ,
2

1

1

n n



=

. 

 

)נתון כי טור הפורייה הממשי של   (2 )
1         0

0     0

x
f x

x





 
= 

−  
בקטע    , −  

הינו  
( )

( )( )
1

1 2
sin 2 1

2 2 1k

k x
k



=

+ −
−

  הוכיחו כי .
( )

2

2
1

1

82 1k k



=

=
−

. 

 

)נתונות הפונקציות   (3 )
0                0

      0

x
f x

x x



 

 
= 

+ −  
)- ו  )g x x= . 

מצאו להן טורי פורייה ממשיים והוכיחו באמצעותם כי  
( ) 2

2
1

1

12

n

n n



=

−
= −. 

 

)מצאו טור פורייה מרוכב של הפונקציה   (4 )
1           0

0       0

x
f x

x





 
= 

−  
ובאמצעותו   

חשבו את הסכום  
( )

2

1

2 1

n

n n

=

=− +
. 

 

)נתונות הפונקציות   (5 ) 2

1             0

      0 x

x
f x

e x





 
= 

−  
)- ו  ) 2

0               1

1
       0 1

1

0           0 

x

g x x
x

x





 



=  
+

−  

.   

  ,  - נסמן את טורי פורייה המרוכבים שלהם ב
n n

inx inx

n n

n n

f f e g g e
= =

=− =−

  . 

הוכיחו כי  
1

8

n

n n

n

f g
=

=−

 =.    
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   :2נתונה פונקציה מחזורית עם מחזור  (6

( ) ( )sinh    ,    
2

x xe e
f x x x 

−−
= = −   

3שרטטו את גרף הפונקציה בקטע   .א 3x −  . 

 . פתחו את הפונקציה לטור פורייה ממשי .ב

חשבו את סכום הטור   .ג
( )

2

2
2

1 1n

n

n



= +
. 

 

)הפונקציה   (7 )f x   מוגדרת בקטע , − על ידי הנוסחה  :( )
( )

22
1

1 1

2

inx

n

f x e
n n



=

= −
+

.

)שבו ח ) ( )
2

f x f x dx






−

+ −.  

 

)היעזרו בפיתוח פורייה של הפונקציה   (8 ) sin
2

px
f x

 
=  

 
בקטע    , −  0כאשרp  

את הזהות   כדי להוכיח
( )

2 2

2
2

1 641 4n

n

n



=

=
−

.    

 

)היעזרו בפיתוח פורייה של הפונקציה   (9 )
2        

0     

h h x
f x

x h





  
= 

−  
בקטע    , − 

כאשר   0 ,h    ובשוויון פרסבל כדי לחשב   −
( ) ( )

2
1

1 1 cos 2
n

n

n

n



=

− −
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (10

)מצאו טור פורייה מרוכב של   .א ) sin
2

x
f x

 
=  

 
  בקטע  , −. 

הוכיחו באמצעות הטור מסעיף א' כי   .ב
( )

2 2

2
2 321 4n

n

n



=−

=
−

. 

הסיקו כי   .ג
( )

2 2

2
2

1 641 4n

n

n



=

=
−

.       

 
 
 
 

1

פרק 56טורי פורייה

351

351



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                      
 

 תשובות סופיות:

1) 
2

6


   

 הוכחה.  (2

 הוכחה.  (3

4) 
2

4


  

 הוכחה.  (5

)ב.     א. ראו סרטון.   (6 )
( )( )

( )2
1

sinh 12
sinh sin

1

n

n

n
x nx

n







=

−
−

+
    

     0.769ג. 

7) 8  

 הוכחה.  (8

9) 
2 4

4

 −
 

א.  (10
( )( )

( )2

4 1
sin

2 1 4

n

inx

n

n ix
e

n



=−

− − 
 

− 
     .ב. הוכחה     

   ג. ראו סרטון.
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 רימן לבג:

 שאלות:

)חשבו   (1 ) ( )
2 2lim cos sinx x

n
e x nx dx





+

→
−

. 

 

חשבו   (2
( )

2

2
lim

1

n
i n t

n

n

n
e dt

nt







→

−
+

. 

 

הוכיחו כי   (3
2

2
0

lim 0
2017

x s
inx

n

se ds
n e dx

s




→

−

 
=  + 

 .   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

1) 0   

2) 0   

 הוכחה.   (3
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 משפט דיריכלה:

 שאלות:

)בתרגיל קודם פיתחנו את הפונקציה   (1 )f x x=   בקטע , −   לטור פורייה 

)ממשי   ) ( )
1

2
~ 1 sin

n

n

x nx
n



=

− − . 

היעזרו בפיתוח זה כדי להוכיח   
( )

1

1

1

2 1 4

k

k k


+



=

−
=

−
  . 

רמז: הציבו 
2

x


=. 

 

):  2נתונה פונקציה מחזורית עם מחזור  (2 )
2

2         0

2                     0

x
x

f x

x







+ −  

= 
  

. 

  שרטטו את גרף הפונקציה בתחום .א 3 ,3 −. 

 . פתחו את הפונקציה לטור פורייה ממשי .ב

  הוכיחו כי  .ג
( )

2

2
1

1

82 1n n



=

=
−

. 

 

במרחב הפונקציות   (3 2 ,PCL  −   נתונה הפונקציה( ) 2f x x=. 

)חשבו את טור פורייה הממשי של  .א )f x. 

חשבו את הטור   .ב
4

1

1

n n



=

. 

חשבו את הטור   .ג
( )

2
1

1
n

n n



=

−
. 

חשבו את הטור   .ד
2

1

1

n n



=

. 

 

)היעזרו בפיתוח פורייה של הפונקציה   (4 ) ( )cosf x ax=   בקטע , −  כאשרa 

   אינו מספר שלם כדי להוכיח את הזהויות:

 .א
( )

( )
1

1 1 1 1
1

sin

n

na a a n a n     



=

 
= + − + + − 

 

) .ב )
1

1 1 1
cot

n n n


    



=

= + +
+ −
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 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

   א. ראו סרטון.   (2

)ב.  )
( )

 ( )
( )

( )22
1 1

2 13 4
cos 2 1 sin

2 2 1

n

k n

f x k x nx
nk 

 

= =

−
+ − +

−
      .ג. הוכחה   

א.  (3
( )

( )
2

2

2
1

1
4 cos

3

n

n

x nx
n

 

=

−
+    .ב

4

90


ג.     

2

12



−
ד.    

2

6


  

     ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (4
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 המשכה זוגית ואי זוגית:

 שאלות:

)נתונה הפונקציה   (1 )f x x=   בקטע 0, . 

)מצאו לה טור קוסינוסים:   )0

1

cos
2

n

n

a
f a nx



=

+   0והוכיחו כי לכל x    

מתקיים  
( )

 ( )2
1

4
cos 2 1

2 2 1n

x k x
k







=

−
= + −

−
.       

 

)נתונה הפונקציה   (2 ) 1f x בקטע   = 0, . 

)מצאו לה טור סינוסים:   )
1

sinn

n

f b nx


=

  :והוכיחו כי 

0לכל    .א x     מתקיים
( )

 ( )
1

4
1 sin 2 1

2 1k

k x
k



=

= −
−

 

 .ב
( )

( )1

1

2 1 4

k

k k



=

−
= −

−
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   

 תשובות סופיות:

 הוכחה.  (1

 ב. הוכחה.   א. הוכחה.   (2
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 גזירה ואינטגרציה של טורי פורייה:

 שאלות:

)תהי   (1 )f x   פונקציה רציפה בקטע , −   המקיימת( ) ( )f f − =  

)ונניח כי היא גזירה למקוטעין ברציפות )כלומר נניח   )  2' ,PCf x L   −( . 

)נסמן   ) ~ inx

n

n

f x c e


=−

    אזי הטורinx

n

n

c e


=−

  .מתכנס בהחלט 

 

)נתונה הפונקציה   (2 ) ( )f x x x= בקטע   − 0,. 

   .הפונקציה לטור סינוסיםפתחו את   .א

 לאיזו פונקציה מתכנס הטור?   .ב
 . מחזורים( 3שרטטו את גרף הפונקציה )לפחות 

הוכיחו כי   .ג
( )

6

6
1

1

9602 1n n



=

=
−

. 

הוכיחו כי   .ד
( )

1 3

3
1

( 1)

322 1

k

k k

+

=

−
=

−
. 

)מצאו פיתוח לטור קוסינוסים של   .ה )
2 3

2 3

x x
g x


= בקטע   − 0,. 

בעזרת הטור הקודם הוכיחו כי  .ו
( )

4

4
1

1
  

962 1k k



=

=
−

.   0רמז: הציבוx =. 

 

)נתונה הפונקציה   (3 )
2xf x e=   בקטע , − . 

)נסמן   ) inx

nf x c e


−

 .פיתוח פורייה מרוכב 

ncהאם הטור   .א


−

 ?מתכנס     

nnהאם הטור   .ב c


−

 ?מתכנס     

האם הטור   .ג
2

2

nn c


−

 ?מתכנס     

 

)נתבונן בטור הפורייה   (4 ) ( )

0

in x i

n

f x e


+

=

=.  

)כמה פעמים ניתן לגזור את   )f x? 

1
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 ענו על הסעיפים הבאים:  (5

הוכיחו כי   .א
( )

1

sin

2n

nx x

n



=

−
=   בקטע( )0,2. 

)נסמן   .ב )
( )

3
1

sin

n

nx
g x

n



=

=  מצאו את .( )g x   באופן מפורש )ללא טור( בקטע( )0,2.     

  

)תהי   (6 )f x   1גזירה ברציפותk פעמים בקטע   − , −  גזירה ברציפות למקוטעין ,k 

)פעמים כך שמתקיים   ) ( ) ( ) ( )j j
f f − ...,0,1לכל   = 1j k= inx. נסמן  −

nf c e


−

 .

)הוכיחו כי   )lim 0k

n
n

n c
→

=.  

   

 ענו על הסעיפים הבאים:  (7

)תהי   .א )  2 ,PCf x L   )פונקציה גזירה ברציפות המקיימת   − ) ( )f f − =  

)- ו ) 0f x dx



−

=  הראו כי מתקיים .( ) ( )
2 2

'f x dx f x dx

 

 − −

 . 

)  תהי   .ב )  2 0,PCf x L    פונקציה גזירה ברציפות המקיימת( ) ( )0 0f f = = .

)הראו כי מתקיים   ) ( )
2 2

0 0

'f x dx f x dx

 

 .   

 

)נגדיר   (8 )
2

2

1

1

in xf x e
n



−

=
+

. 

)הוכיחו כי   .א )f x  .רציפה  

)הוכיחו כי   .ב )f x .אינה גזירה ברציפות   

 

)נגדיר   (9 ) ( )2.5

3
1

1
sin

1n

f x n x
n



=

=
+

 

)הוכיחו כי   .א )f x  .רציפה 

)הוכיחו כי   .ב )f x .אינה גזירה ברציפות   

  

)נסמן    (10 )
( ) ( )
1.4 2.8

1

cos sin

n

nx nx
f x

n n



=

= +. 

 רציפה?  fהאם   .א

   גזירה ברציפות? fהאם   .ב

   

1
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)נגדיר   (11 )
( )

4
1

sin

n

nx
f x

n



=

=  הוכיחו כי .( )f x  פעמים ברציפות. 4אינה גזירה 

 

)נסמן   (12 ) 3.1 2.2
1

2 inx

n

f x e
n i n



=

= 
+ 

  הוכיחו כי .f .גזירה ברציפות פעמיים      

 

 
 
 
 

 
 
 

 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

)א.  (2 )
( )

 ( )  3
1

8
sin 2 1       0,

2 1k

f x k x
k






=

−
−

    

  ד. הוכחה.     ג. הוכחה.     ב. ראו סרטון.    

ה.  
( )

 ( )  
2 3 3

4
1

8
cos 2 1      0,

2 3 12 2 1k

x x
k x

k

 






=

−
− + −

−
  .ו. הוכחה      

א.  (3
22

2

1 1 1 1

2 2
n nnc n c

n n

  

− − −

  +          .בnn c


−

    

)ג.  )
2 221

'
2

nf x dx n c








−−

=      

 ראו סרטון.  (4

ב.    א. הוכחה.   (5
2 3 2

2 2 12 6

x x
x

 
− + +    

 הוכחה.  (6

 ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (7

 ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (8

 ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (9

א.  (10
.4 2.8

1 1

1 1

n nn n

 

= =

+         ב. נניח בשלילה כיf  .גזירה ברציפות 

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12
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 טור פורייה בקטע כללי:

 שאלות:

)חשבו טור פורייה ממשי לפונקציה   (1 ) 2f x x=   בקטע 0,2. 

 

)תהי הפונקציה  (2 )  min 1,f x x=.   

)של טור פורייה של   nb- ו naחשבו את מקדמי פורייה  .א )f x   בקטע 2,2−. 

חשבו את   .ב
( )

2
0

1

2 1k k



= +
  ,   ( )

4
0

1

2 1k k



= +
. 

 

)נתונה הפונקציה   (3 ) 2

x

f x e=   בקטע 0,2. 

 פתחו את הפונקציה לטור פורייה מרוכב.  .א

 .מחזורים( 3לאיזו פונקציה מתכנס הטור? שרטטו את גרף הפונקציה )לפחות   .ב

   חשבו את סכום הטור .ג
2 2

1

1

1 4n n



= +
. 

 

)  פתחו את (4 )f x x=   בקטע  לטור פורייה 1,1−. 

 

)פתחו את   (5 )
          0 1

2      1 2

x x
f x

x x

 
= 

−  
לטור סינוסים בקטע    0,2.     

 

)נתונה פונקציה   (6 )f x  המקיימת( ) ( )2f x f x= )ובנוסף   + )=2     1 1f x x x− −  . 

 פורייה ממשי. פתחו את הפונקציה לטור  .א

חשבו את סכום הטור   .ב
( )

4
1

1

2 1k k



= −
. 

   חשבו את הסכום  .ג
( )

2
1

1

2 1k k



= −
 . 

)האם טור הפורייה של   .ד )f x  מתכנס במידה שווה בתחום 1,1−?     

 

)מצאו טור קוסינוסים   (7 )f x x=   בקטע 0,3. 

 

)פתחו את   (8 ) ( )cos 2f x x=   לטור סינוסים בקטע 0,.      
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 תשובות סופיות:

1) 
2

2

2
1

4 4 4
cos sin           0 2

3 n

x nx nx x
n n

 




=

+  −      

א.  (2

 

 

22

22

4
     2 1

2 1

8
     4 2

4 2

0                           

n

n k
k

a n k
k

else





−
= −

−
 −

= = −
−





        ,0nb =   

   ב. 
( )

2

2
0

1

82 1k k



=

=
+

      , 

4

4
1

1

962 1k k



=

=
−

 

)א.  (3 )
( )( )

2 2

1 1 2

1| 4

in x

n

e in
f x e

n







=−

− +
        .ג.  ב. ראו סרטון

( )
3

4 1

e

e

−

−
    

4) 
( )

 ( )22
1

1 4 1
cos 2 1

2 2 1k

x k x
k






=

− −
−

     

5) ( )
( )

 

 
22

1

2 18cos
sin

22 1k

k xk
f x

k







=

 −−
 

−  
  

)א.  (6 )
( )

 ( )2 2
1

3 4
cos 2 1

2 2 1k

f x k x
k






=

+ −
−

    .ב
4

96


ג.      

2

8


     

)רציפה בקטע    fאם   ד.  ) ( )    , ,f a f b a b= ו -'f   רציפה למקוטעין אזי טור פורייה

בקטע   f- מתכנס במ"ש ל  fשל  ,a b. 

7) ( )
( )

( )
22

1

2 13 12
cos

2 32 1k

k
f x x

k







=

− −
+  

−  
 

8) ( )
 

 
 ( )2

1

4 2 11
cos 2 sin 2 1

4 2 1k

k
x k x

k



=

−
− −

− −
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 התכנסות במידה שווה של טורי פורייה:

 שאלות:

)תהי הפונקציה   (1 )
                0

                 0

x x
g x

x x



 

− −  
= 

−  
   

)חשבו את טור פורייה הממשי של   .א )g x. 

xעבור  .ב −     נגדיר את הפונקציה( ) ( )sin
2

x
x

h x a g t dt
−

 
= + 

 
  

)כאשר   )g x .'מוגדרת בסעיף א 

)מתכנס טור פורייה של   aעבור אילו ערכים של   )h x   במידה שווה 

)- ל )h x   בקטע , −. 

 

)נגדיר פונקציה   (2 ) ( )sinf x x=   במרחב ( )2 ,PCL  −  ונסמן ב -( )'f x .את הנגזרת שלה 

 .f'ושל  fחשבו את טורי הפורייה הממשיים של   .א

 לאילו פונקציות מתכנסים נקודתית טורי הפורייה שחישבתם?   .ב

שרטטו את הגרפים של פונקציות אלו בתחום   3 ,3 −. 

 במידה שווה?  fבאילו קטעים סגורים מתכנס טור הפורייה של   .ג

 במידה שווה?  f'באילו קטעים סגורים מתכנס טור הפורייה של   .ד

 
 תשובות סופיות:

)א.  (1 ) ( )
1

1
sin 2

2 k

g x k x
k

 

=

+      .ב
2

2
a


= −     

)א.  (2 )
( )( )

( )
1

2 1 4
cos 2

2 1 2 1k

f x k x
k k 



=

 − 
+   

+ −   
     ,

( )
( )( )

( )
1

1 8
' sin 2

2 1 2 1k

k
f x k x

k k



=

 
 

+ − 
    .ב( )

cos          0
'

cos      0

x x
f x

x x





 
= 

− −  
   

)ג.  )f x  2- פונקציה רציפה,  מחזורית  הנגזרת רציפה למקוטעין, ולכן טור פורייה ,

  שלה יתכנס אליה במידה שווה על פני כל הישר הממשי.  

)ד. טור פורייה של   )'f xקטע סגור שאינו מכיל  -יתכנס אליה במידה שווה בכל תת

)רציפות של הפונקציה, כלומר בקטעים כאלו:   -אינקודות  ), 1n n   + + −    

0לכל        ולכלn .שלם         
 

1
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 משפט הקונבולוציה:

 שאלות:

)הוכח את הטענה כי אם   (1 ) ( ) ,  f x g x  2- רציפות למקוטעין ומחזוריות  

)אז  )
( )

*
x

f g 2- מחזוריות.    

 

)הוכח את הטענה כי אם   (2 ) ( ) ,  f x g x  2- רציפות למקוטעין, מחזוריות 

)ופונקציות זוגיות אז   )
( )

*
x

f g  .זוגית 

 

)נתונה   (3 )f x 2- רציפה למקוטעין ומחזורית   כך שלכל ,x   −   

)מתקיים   ) ( )
,

2 2

2f x x
 

 
 
− 
 

=  . 

)  ממשי את הקונבולוציה  xחשבו לכל   )
( )

*
x

f f  . 

הערה:     ( )
 

,

1      ,

0        
a b

x a b
x

else


 
= 


.  

 

)נתונות   (4 ) ( ) ,  f x g x  2- רציפות למקוטעין ומחזוריות   כך שלכל ,x   − 

)מתקיים   ) ( ) ( )2   ,  cosf x x g x x= = . 

)  ממשי את הקונבולוציה  xחשבו לכל   )
( )

*
x

f g  .  

 

)נתונות   (5 ) ( ) ,  f x g x  2- רציפות למקוטעין ומחזוריות   כך שלכל ,x   − 

)מתקיים   ) ( )   ( )0,1
  ,  f x x g x x= = . 

)  ממשי את הקונבולוציה  xחשבו לכל   )
( )

*
x

f g  .  
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 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

 הוכחה.  (2

3) x −  

xלכל   (4 −    ,( )
( )

( )* 2cos
x

f g x= −     

5)  ( )
( )

( )( )

( )( )

22

22

1
1                  1

4
*

1
2 1      1

4

x

x x x

f g

x x x

 


  



− − − +  

= 
  − + − −   − +
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 תרגילים מסכמים:

 שאלות:

 טור פורייה:  (1

)מצאו טור פורייה של הפונקציה   .א ) i tf t e =   בתחוםt −     כאשר 

 הוא מספר ממשי לא שלם.

הראו שמתקיים   .ב
( )

( )2 2
1

1 2 1

sin

n
n

n n

 

 

=

=

− 
= −

 − 
. 

הראו שמתקיים   .ג
  ( )

2

2 2

1

sin

n

n n





=

=−

=
−

. 

הראו שמתקיים   .ד
( )

( ) ( )( )
22 2

0

1 1
1

42 1 2 1 cos
2

n

n n n



 



=

 
 −
 = −

  + + −
  
  

. 

 

)נגדיר   (2 )f x x=   במרחב ( )2 ,PCL  −  ונסמן ב -( )'f x  .את הנגזרת שלה 

 .fחשבו טור פורייה ממשי של  .א

) הבא נקודתית בתחום לאיזו פונקציה מתכנס הטור .ב ),− ?

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

sin sin 3 sin 5 sin 7 ...
3 5 7

x x x x+ + + + 

חשבו את הטור  .ג
2

0

1

2 1n n



=

 
 

+ 
. 

 

תהי   (3 ( )2 ,PCf L   −   . 

 . fאת מקדמי פורייה )המרוכבים( של   nc- נסמן ב

נסמן   Ren nd c=   :ובנוסף נתון כי 

• f  .ממשית 

• f   מתאפסת על הקטע ,0−. 

) מתקיים השיוויון • )2 cos
n

xinx

n

n

d e x e x
=

=−

=.  

 .f  מצאו את 
 

1
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)המקיימת   2פונקציה זוגית בעלת מחזור  fתהי   (4 ) ( )cos 2f x x=   

0בתחום  
2

x


  ו -( ) 1f x = בתחום   −
2

x


  . 

הסכום   וחשבו את fמצאו את טור פורייה הממשי של  
( )

  ( )1

1

2 1 2 3 2 1

n

n n n n



=

−

− + +
.  

 מתכנס אליה במידה שווה? נמקו.  fהאם טור פורייה של  

 

)נתונה פונקציה   (5 )f x  2רציפה למקוטעין ומחזורית.  

)נסמן   ) ~
n

inx

n

n

f x f e
=

=−

   0ויהיh  .פרמטר כלשהו   

)מצאו את מקדמי פורייה של   ) ( )
1

2

h

h

h x f t x dt
h

−

= + כתלות ב -nf. 

 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

א.  (1
( ) ( )

 

1 sin
n

n
i t in t

n

e e
n

 

 

=


=−

−


−
     .ד. הוכחה. ג. הוכחה.   ב. הוכחה     

)א.  (2 )
( )

 ( )2
0

4
cos 2 1

2 2 1k

f x k x
k







=

+ − +
+

    

ב. 

( )

( )

          1
4

       1
4

0            

k x k

k x k

x k


 


 




  +



− −  


=



ג.      מספר שלם. k, כאשר   
2

8


     

3) ( )
( )22 cos      0

0                       0

x
x e x x

f x
x





  
= 

−  

   

התכנסות במידה שווה בקטע   (4 , −-   אםf  רציפה בקטע , −   ,( ) ( )f f − = 

- ו ' ,f E     בקטע f- מתכנס במ"ש ל  fאזי טור פורייה של   − , − .    

5) 0f   
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 מבוא כללי:

 שאלות:

חשבו את התמרת פורייה של    (1  ( )
 

1,1

1    1,1

0     

x
x

else


−

  −
= 


. 

)מצאו התמרת פורייה עבור   (2 )
1     1

0            

x x
f x

else

 − 
= 


. 

)מצאו התמרת פורייה עבור    (3 )
      0

0         

xe x
f x

else

− 
= 


. 

)מצאו התמרת פורייה עבור    (4 )

1      1

2    1< 2

0         

x

f x x

else

 


= 



. 

)הוכיחו כי התמרת פורייה של    (5 )
      0

       0

ax

bx

e x
f x

e x

− 
= 


,כאשר   0a b    קבועים הינה

( )
1 1 1

2
f

b i a i


  

 
= + − + 

.  

)מצאו התמרת פורייה של    (6 )
1      0 1

0         

x
f x

else

 
= 


 . 

)מצאו התמרת פורייה עבור    (7 )

1      0 1

2     1 2

0         

x

f x x

else

 


=  



. 

)מצאו התמרת פורייה עבור    (8 )
      0 1

0         

xe x
f x

else

−  
= 


. 

)הוכיחו התמרת פורייה של    (9 )
2       -1 1

0         

ixe x
f x

else

  
= 


)הינה     )
 sin 21

2
f




 

−
=

−
.  

)מצאו התמרת פורייה של   (10 )
( )sin       -1 1

0                  

x x
f x

else

  
= 


. 

)חשבו את התמרת פורייה של    (11 )
      

0         

x x a
f x

else

 
= 


0aעבור    .    

)האם קיימת   (12 )1

PCf Lכך ש-   ( )

1
1       

2

1
0              

2

f

 






− 

= 
 


 . 

1
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 תשובות סופיות:

1) 
( )sin 


   

2) ( )
( )
2

1 cos
f






−
=     

3) ( )
( )

1

2 1
f

i


 
=

+
     

4) ( )
( ) ( )2sin 2 sin

f
 




−
=     

 הוכחה.  (5

6) ( )
( ) ( )sin cos 11

2

i
f

 


 

+ −  =     

7)  ( )
21 1 2

2

i ie e
f

i

 


 

− −+ −
=     

8) ( )
( )1

1 1

2 1

i
e

f
i




 

−
−

=
−

     

 הוכחה.   (9

10)  ( )
 ( )  ( )sin 1 sin 11

2 1   1 | 
f i

 


  

 − + 
= −  − 

  

     

11) ( )
( ) ( )

2

sin cos1 a a a
f i

  


 

−
= −     

לא. אינה רציפה בנקודות   (12
1

2
 = .   
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 נוסחת כיווץ והזזה: 

 שאלות:

מצאו התמרת פורייה של    (1  ( )
 

,

1    ,

0     
r r

x r r
x

else


−

  −
= 


0rכאשר     . 

 

)מצאו התמרת פורייה של    (2 )
24 4 1x xf x e− −  על ידי שימוש בעובדה   =−

כי   
2

2
4

1

2

xF e e




−
− =. 

 

)נתונה פונקציה   (3 ) ( )g x G R   בעלת התמרת פורייה( )g  . 

)מצאו פונקציה   )f x כתלות ב(-( )g xבעלת התמרת פורייה )  ( ) ( )cosg  .  

 

)מצאו התמרת פורייה של   (4 )
2axf x e−=  0כאשרa  . 

רמז:  
2

2
4

1

2

xF e e




−
− =     

 

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (5 ) ( )
( )sin 2

cos 4f


 


= . 

רמז:   ( ) 
( )

1,1

sin
F x




−
=.    
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 תשובות סופיות:

1) 
( )sin r




   

2) ( )
2

2
16

4

i

e
f e







−

=     

3) ( )
( ) ( )1 1

2

g x g x
f x

+ + −
=   

4) ( )
( )

2

4
1

2

af e
a






−

=     

5) ( )
1         4 2 4 2    4 2 4 2

0                2

x or x
f x

else

    −   + − −   − + 
=  
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 נוסחת הנגזרת: 

 שאלות:

)נניח כי   (1 )f x G  גזירה, מקיימת( )lim 0
x

f x
→

= ,( )'f x G ו-( ) 301
f





=

+
. 

)מצאו התמרת פורייה של   ) ( )' cos 2f x x. 

 

ממשי כלשהו. הוכיחו כי   aיהי   (2
( )

( )2
2 2

1 1

2 2

ax
F i e

ax a






−

 
   

= −   
 +  

. 

 

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (3 ) 2f e


 
−

= . 

 רמז:
2

1 1

1 2
F e

x

− 
= 

+ 
.     

 
 
 
 
 
 

  

 
 

 
 
 
 

 תשובות סופיות:

1) 

( )

( )

( )

( )

2 2

30 30

2 2

1 2 1 2

2

i i
 

 

− +
 + 
+ − + +

   

 הוכחה.    (2

3) ( ) ( )
( )

2

3
2

6 2
2

1

x
f x

x

−
= −

+
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 נוסחאות כפל באקספוננט ומודולציה:

 שאלות:

)הוכיחו כי התמרת פורייה של   (1 ) 
( ) ( ) ( )

2 2

1 2
sin

1 1

x c
F cx e

i c c



  

− 
=

   + − + +
   

.  

  

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (2 )
( ) ( )sin 1 sin 1

1 1
f

 


 

− +
= −

− +
. 

 

)  הוכיחו כי התמרת פורייה של  (3 )
( )  sin      0

0                       0

bxax e x
g x

x

− 
= 


,כאשר    0a b     ,קבועים

)הינה   )
( ) ( )

1 1 1

4
g

bi a bi a


  

 
= − 

− − − + 
. 

 

)מצאו התמרת פורייה של   (4 ) ( )cos 2
x

g x e x
−

על ידי שימוש בנוסחת מודולציה ובעובדה   =

כי   
( )2

1

1

x
F e

 

−
=

+
. 

 

)מצאו התמרת פורייה של   (5 ) ( )2sin 3
x

g x e x
−

על ידי שימוש בנוסחת מודולציה   =

ובעובדה כי   
( )2

1

1

x
F e

 

−
=

+
.  

 

)נניח כי   (6 ) ( )f x G R   ונגדיר( ) ( ) ( )3 2 cosg x f x x= −  בטאו את .( )g    על ידי( )f .  

 

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (7 ) 23if e e


− −
= .  :רמז

2

1 1

1 2
F e

x

− 
= 

+ 
.    

      

)תהי   (8 )
1       0

0       0

x
H x

x


= 


. 

 חשבו את התמרת הפורייה של הפונקציות הבאות:

) .א ) axH x e−   0כאשרa . 

) .ב ) ( )cosaxH x e bx−   כאשר, 0a b . 

) .ג ) ( )sinaxH x e bx−   כאשר, 0a b . 

1

פרק 57התמרת פורייה

372

372



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                      
 

 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

2) ( )   ( ) ( )1,1
2 sinf x i x x 

−
=       

 הוכחה.  (3

4) ( ) 
 ( )  ( )2 2

1 1
cos 2

2 1 2 2 1 2

x
F e x

   

−
= +

+ + + −
   

5) ( )
( )  ( )  ( )2 2 2

1 1 1 1

2 1 2 1 6 2 1 6
g 

     

 
 = − +
 + + + + −
  

   

6) ( )
( ) ( )

2 2
1 1

3 3
1 1 1

6 3 3

i i

g e f e f
  


− + − − + −   

= +    
    

   

7)  

 
2 3

2

2

1 3

i x
F e

x

+
  
 

+ +  

   

א.  (8
( )

1

2 a i +
       

ב. 
   

1 1 1

4 a i b a i b  

 
+  + − + + 

     

  ג. 
   

1 1 1

4 i a i b a i b  

 
+  + − + + 
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 נוסחת המומנט:

 שאלות:

)מצאו  התמרת פורייה של   (1 )
( )    1,1

0     

x x
g x

else

 −
= 


 על ידי שימוש   

)בנוסחה   )  ( )
d

F x f x i f
d




 =. 

 

)מצאו התמרת פורייה של   (2 )
22 xg x x e−=   על ידי שימוש בנוסחת המומנט ובעובדה

כי    
2

2
4

1

2

xF e e




−
− =. 

 

)מצאו התמרת פורייה של   (3 ) x
g x x e

−
=    על ידי שימוש בנוסחת המומנט ובעובדה

כי    
( )2

1

1

x
F e

 

−
=

+
.   

 

)מצאו את התמרת פורייה של   (4 )
2xf x e−=.   

  

)מצאו התמרת פורייה של   (5 )
( )

2
4 1 5

3 38

x

f x x e

− + +

=.  

 

)תהי   (6 ) 5

1
    1

0       1

x
f x x

x




= 
 

 . 

)הוכיחו כי   )f   פעמים.  3גזירה ברציפות 

 

)נתון כי התמרת פורייה של  (7 )1

PCf L   רציפה היא( )
1

1
f 


=

+
 . 

)הוכיחו כי האינטגרל   )x f x dx



−

 .מתבדר        
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 תשובות סופיות:

1) 
2

cos sin
i
  



−
   

2)  
2

2
2

2 4
1

1
24

xF x e e






−
−  

= − 
 

     

3)  
( )

2
2

2

1

x i
F x e



 

−
 = −

+
   

4) ( )
2

4
1

2
f e






−

=   

5) ( ) ( )
23 5

3 2 16 3
1 3

27 216 792 1088
256

i

f i i e




   


− −

= + − −   

 הוכחה.   (6

 הוכחה.   (7
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 נוסחת ההתמרה ההפוכה:

 שאלות:

חשבו   (1
( )

( )2

cos

1

x
d




 



− +
 לכל x ממשי על ידי שימוש במשפט התמרה הפוכה . 

 

חשבו   (2
( ) ( )sin cos

lim

M

M
M

x
d

 


→
−

 לכל x ממשי על ידי שימוש במשפט התמרה הפוכה . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 תשובות סופיות:

 ראו סרטון.   (1

2) 

0        1

1         1

1
        1 ,  1

2

x

x

x x


 




 = = −
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 משפט פלנשראל:

 שאלות:

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

)חשבו התמרת פורייה של   .א )   ( ),a a
f x x

−
0aעבור   = . 

חשבו את האינטגרל   .ב
( ) ( )sin sinax bx

dx
x x



−

  עבור, 0a b . 

 

הוכיחו כי   (2
( )

0

sin

4

xe x
dx

x


−

=  :תוכלו להיעזר בעובדה .
2

1 1

1 2
F e

x

− 
= 

+ 
. 

 

הוכיחו כי   (3
( )

( )2

0

sin 2 1
1

21 4

x
dx

ex x




 
= − 

+  
. 

 

)הוכיחו כי לא קיימת פונקציה   (4 ) ( ) ( )1 2

PC PCf x L L כך ש -( )
1

1
f 


=

+
.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 תשובות סופיות:

)א.  (1 )
( )sin a

f





ב.     = min ,a b      

 הוכחה.    (2

 הוכחה.  (3

 הוכחה.   (4
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 משפט הקונבולוציה:

 שאלות:

חשבו את הקונבולוציה  (1   ( )
( )

1,1 1,1
*

x
 

− −
.   

   תזכורת:
  ( )

 
1,1

1      1,1

0         

x
x

else


−

  −
= 


.   

 . רמז: חלקו למקרים
 

) חשבו את הקונבולוציה (2 )
( )

*
x

f f   כאשר( )
      0

0         0

xe x
f x

x

− 
= 


.  

0xרמז: חלקו למקרים    0-וx . 

 

fמצאו פונקציה   (3 G כך ש-( )
2

sin
f






 
=  
 

.  

 

)את מרחב הפונקציות הממשיות הגזירות פעמיים   E- נסמן ב (4 )f t   

)המקיימות   )f t dt



−

    וגם( )
2

f t dt



−

 .  

)מצאו פונקציה  )g x   כך שלכל( )f t Eמתקיים השיוויון. 

( ) ( )( ) ( ) ( )'' 2f t f t g x t dt f x



−

− − =. 

 

)נגדיר   (5 ) ( )2 2

1 1
  ,   

1 4
g x f x

x x
= =

+ +
). מצאו את הקונבולוציה   )

( )
*

x
f g. 

תזכורת:   
2 2

1 1

2

a
F e

x a a

− 
= 

+ 
. 

     

 ענה על הסעיפים הבאים: (6

)חשבו התמרת פורייה של   .א )1
x

x e
−

+ . 

)פתרו את המשוואה האינטגרלית   .ב )x t x x
e f t dt e x e


− − − −

−

= +. 
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 ענו על הסעיפים הבאים:  (7

)חשבו את הקונבולוציה   .א )
( )

*
x

f f   כאשר( )   ( )0,1
f x x=.   

הוכיחו כי   .ב
( )

2

4

1 cos

3

x
dx

x




−

−
=.  

 

)חשבו את הקונבולוציה   (8 )
( )

*
x

f f   כאשר( )   ( )1,2
f x x=.   

 

)חשבו את הקונבולוציה   (9 )
( )

*
x

f f   כאשר( )   ( )0,2
f x x=.   

 

חשבו את הקונבולוציה   (10  ( )   ( )( )
( )

0,1 1,2
*

x
x x . 

 

)חשבו את הקונבולוציה   (11 )
( )

2 2

*x x

x
e e− −. 

 ההגדרה. לפי   .א

 על ידי שימוש במשפט הקונבולוציה. .ב

הערה: תוכלו להיעזר בעובדה  
2xe dx 



−

−

=.   

 

)מצאו פתרון למשוואה האינטגרלית   (12 ) ( )
( )

2
3 1

2

x

f t f x t dt e

− +

−

− =.  

 

)נניח כי   (13 ) ( )1

PCf x L רציפה ומקיימת את המשוואה האינטגרלית  

( )
2 2 0y xyf y e e dy



−

−

    הוכיחו כי( ) 0f x  . 
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 תשובות סופיות:

1) 
   ( )

( )

 

 1,1 1,1

2       2,0

* 2       0,2

0               
x

x x

x x

else

 
− −

 +  −


= − 



   

 

2) ( )
( )

    0
*

0         0

x

x

xe x
f f

x

− 
= 


     

 

3) ( )

( )  

( )  

2       2,0
2

2       0, 2
2

0               

x x

f x x x

else






+  −




= − 





   

4) ( ) x
g x e

−
=   

 

5) 
2

3

2 9x




+
   

 

א.  (6
( )

2
2

2

1 +
)ב.         ) x

f x e
−

=    

  

)א.  (7 )
( )

0            2

2       1 2
*

            0 1

0             0

x

x

x x
f f

x x

x




−  
= 

 
 

   ב. הוכחה.    

 

8) ( )
( )

0            4

4       3 4
*

2      2 3

0            2

x

x

x x
f f

x x

x




−  
= 

−  
 

 

   

1

פרק 57התמרת פורייה

380

380



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                      
 

9) ( )
( )

0            4

4       2 4
*

            0 2

0            0

x

x

x x
f f

x x

x




−  
= 

 
 

 

 

10)    ( )   ( )( )
( )

0,1 1,2

0            3

3       2 3
*

1       1 2

0            1

x

x

x x
x x

x x

x

 




−  
= 

−  
 

 

 

א.  (11
2

2

2

x

e
 −

        .ב
2

2

2

x

e
 −

     

 

12) ( )

2
1

3
24

6 x

f x e


 
− + 
 =   

 

 הוכחה.   (13
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 תרגילים מסכמים:

 שאלות:

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

)חשבו התמרת פורייה של הפונקציה   .א )
( )sin      

  0              

x x
f x

else

 
= 


 . 

)חשבו התמרת פורייה של הפונקציה   .ב )
( )cos      

  0              

x x
g x

else

 
= 


 . 

חשבו את האינטגרל   .ג
( ) ( )

( )2

0

sin sin

1

x x
dx

x



−
. 

חשבו את האינטגרל    .ד
( )

( )
2

2

2
2

sin
1

x
x dx

x




− −
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (2

)חשבו התמרת פורייה של   .א ) x
f x x e

−
= . 

)מצאו את כל הפונקציות  .ב )h y   המקיימות( )'
x y x

h y e dy x e


− − −

−

= .   

  

)קבוע. נגדיר   0Aיהי    (3 )
      0

0          

x x A
f x

else

 
= 


 . 

)ידוע כי ישנה פונקציה   )g x G   המקיימת( ) ( ) ( )g f f  = − . 

)מצאו במפורש את   )g x.   

 

)נניח כי   (4 ) ( )2 ,f x C −  כך ש -( ) ( ) ( ) ( )1' , ' , '' ,PCf x x f x f x L  −   

)ומתקיים   ) ( ) ( )'' ' 0f x x f x f x+  +  ממשי. xלכל   =

)הוכיחו כי   .א ) ( )1 ,PCf x L − . 

)חשבו את   .ב )f    אם נתון כי( )0 1f =. 

)מצאו את   .ג )f x.    
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)  תהי   (5 )

2        1

4        1 2

0            

x

f x x

else

 


=  



. 

)חשבו את   .א )f . 

חשבו את האינטגרל   .ב
( ) ( )

2

2

0

2sin 2 sint t
dt

t

 −  
. 

חשבו את האינטגרל   .ג
( ) ( )

( )
2sin 2 sin

lim cos

M

M
M

t t
t dt

t→
−

−
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (6

)חשבו התמרת פורייה של הפונקציה   .א )

2

2
1       

0                 

x
x

f x

else





− 

= 



. 

חשבו את האינטגרלים:   .ב
( ) ( )

2

3 3

0

sin cosx x x
dx

x

  



 − 
 
 
  

- ו
( ) ( )

( )3 30

sin cos
cos

x x x
x dx

x

  



 −
. 

 

)נגדיר   (7 )
( )sin x

x
x





). הוכיחו כי המערכת  = ) 

n

n
x n

=

=−
מהווה מערכת   −

)- אורותונורמלית ב )2 ,PCL − .     

 

fתהי   (8 G פונקציה כך ש -'f G   פונקציה רציפה. מצאו פונקציהg G 

)המקיימת את המשוואה  ) ( ) ( )'

t

u tg t e g u du f t−

−

= +.      

 

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (9 )
( )

2
2

1

1
f 


=

+
 . 

 

פתרו את המשוואה האינטגרלית   (10
( )

( ) ( )
2 22 2 2

f t x
dt

x t b x a



−

=
− + +

.  
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)נגדיר   (11 ) ( ) ( )
, ,

2 2 2 2

i xf x t t e dtd

   
   

 

   
− −   − −    

= −  . 

)מצאו ביטוי מפורש )ללא אינטגרלים( עבור   )f x . 

תזכורת:     ( )
 

,

1     t ,

0         
a b

a b
t

else


 
= 


.     

 

השתמשו במשפט פלנשראל על מנת לחשב את האינטגרל   (12
( )( )

2

2 2 2 2

x
dx

a x x b



− + +
   

,כאשר   0a b . 

 

)מצאו את התמרת הפורייה של   (13 )
( )2 2 5x x

f x e
− + +

=.   

 

)הוכיחו כי   (14 )
2

2
4

0

1
cos

2

b

ax ae bx dx e
a




−
− =   לכל, 0a b   .קבועים     

 

הוכיחו כי   (15
( ) ( )2

2 2

0

sin cos 1
1

1 8

x x
dx

x e e




 
= − 

+  
. 

 

)הוכיחו כי   (16 )3

0

9
sin

25

xx xe dx



− =.  
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 תשובות סופיות:

)א.  (1 ) ( ) 2

1 2
sin

2 1
f i 

 
= −   

−
)ב.      )

( )
2

2 sin1

2 1
g

 


 
= 

−
 

)ג.  )sin 1
2


ד.        

2

2


      

א.  (2
( )

2
2

2

1

i

 
−

+
)ב.        ) ( )  ,  

y y
h y e h y e

− −
− = = −     

3) ( )

( ) ( )
3 2

3 2 3

1
     0

2 3 2

1
                  0

2 3 2 6

  0                                                      

A x A x
x A x

A A x
g x x x A

else





  + +
 − −   

   


 
= − +    

 





   

ב.      א. הוכחה.   (4
2

2e


−

ג.    
2

22
x

e
−

       

א.  (5
( ) ( )4 sin 2 2 sin 



 − 
ב.      

5

2


ג.     

3

2


  

א.  (6
( ) ( )

3 3

sin cos
2

  

 

−
ב.      

1

15
- ו 

2

1 1
1

4 

 
− 

 
 

   הוכחה. (7

8) ( ) ( ) ( )'g t f t f t= + 

9) ( )
( )

( )

1       0
2

1      0
2

x

x

e x x

f x

e x x



 −


− 

= 
 + 


  

10) ( )
( )

( )( )
2

22

1 a b xb
f x

a x a b

−
=

+ −

 

11) ( )

2

2

sin
2

4

x

f x
x

 
 
 

=   

12) 
2 2 2 2

d
a b a b

  


 



−

=
+ + +   

13) ( )
2

4
4

1 1

2

if e e
e






−

=        

 הוכחה.  (14
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 הוכחה.  (15

 הוכחה.  (16
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